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ВВЕДЕНИЕ
Важным фактором в повышении производительности труда инженеров и научных работников является автоматизация исследований, включающая в себя широкий круг задач — от моделирования творческого процесса, организации коллективов и планирования научных исследований на основе применения методов кибернетики до создания автоматизированных научных приборов, средств и систем автоматизации экспериментов. Однако все эти задачи неразрешимы без проведения экспериментов. Эксперимент занимает главенствующее место среди способов получения информации о внутренних взаимосвязях явлений в природе и технике. Он является отправной точкой и критерием большинства наших знаний. Экспериментальные поиски часто ведутся в таких областях, где теоретически нельзя сделать каких-либо предвидений. С помощью экспериментальных данных, получаемых непосредственно от изучаемых объектов, проверяется истинность теоретических предпосылок. Чтобы представить себе масштабы повседневной экспериментальной работы, достаточно наряду с натурными исследованиями, проводимыми в различных областях науки, при проектировании новой техники учесть также испытания образцов опытной и серийной продукции на тысячах заводов.
По мере роста сложности исследуемых процессов и явлений возрастают затраты на аппаратуру и проведение эксперимента. Для проведения некоторых специальных экспериментов требуется такое количество энергии, которое было бы достаточным для энергоснабжения города средней величины. При этом постоянно возрастает сложность решаемых задач, а большой объем информации, необходимой для выяснения внутренних взаимосвязей в природе и технике, заставляет применять все более сложные многомашинные комплексы для обработки информации (27, 67) все чаще оказываются недоступными непосредственному измерению Характеристики объектов испытаний, подлежащие определению в результате эксперимента. Вследствие этого совокупность технико-экономических показателей, по которым проводится оценка испытуемого объекта или принимаются важные организационные и инженерные решения, не совпадает, как правило, с совокупностью параметров объекта, определяемых по результатам натурного эксперимента. Важной задачей является организация испытаний объектов, процессы, функционирования которых носят сложный динамический характер и подвержены существенным влияниям изменяющихся условий внешней среды или динамических свойств человека. В ходе испытаний собирается большое количество экспериментальных данных, требующих обработки и анализа. Разработка технического объекта (или технологического процесса) в большинстве случаев включает следующие этапы: лабораторная установка — опытная установка — промышленная экспериментальная установка, хотя установки, построенные в лабораторных условиях, во многом допускают экстраполяцию на промышленные установки. При этом продолжительность анализа и осмысливания результатов испытаний и их учета для корректировки характеристик новых изделий весьма значительна. Этот процесс хорошо иллюстрируется в отечественной и зарубежной практике соотношением час испытаний — тысяча часов обработки [27, 30].

Широкое применение экспериментальных методов привело к созданию теории эксперимента. Эта теория призвана дать экспериментатору ответы ни следующие вопросы:

1) как нужно организовать эксперимент, чтобы наилучшим образом решить поставленную задачу (в смысле затрат времени и средств или точности результатов);

2) как следует обрабатывать результаты эксперимента, чтобы получить максимальное количество информации об исследуемом объекте (или явлении);

3) какие обоснованные выводы можно сделать об исследуемом объекте по результатам эксперимента.

1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА
1.1. Основные понятия
Теория ПЭ охватывает практически все встречающиеся на практике варианты исследования объектов. В дальнейшем будут рассмотрены следующие типовые задачи экспериментального исследования:

поиск значений параметров системы, обеспечивающих достижение оптимального значения показателя качества исследуемого объекта при известных ограничениях на значения этих параметров. Перебор всех допустимых сочетаний значений параметров системы с целью поиска оптимального варианта нерационален по затратам ресурсов. Для решения указанной задачи ТПЭ предлагает такую последовательность проведения опытов, которая позволяет применить градиентные методы поиска при априорно неизвестной функции, связывающей показатель качества с параметрами системы;

приближенное аналитическое описание функциональной связи показателей качества с параметрами системы по результатам проведенного эксперимента. Традиционные методики проведения экспериментов из-за зависимости компонентов восстанавливаемого аналитического описания не позволяют определить раздельное влияние каждого фактора на результирующий показатель, т. е. эти методики обеспечивают получение аналитических зависимостей, пригодных лишь для решения интерполяционных задач. В отличие от них ТПЭ дает возможность оценить вклад каждого параметра в значение показателя, т.е. приближенно восстановить закон функционирования объекта по экспериментальным данным. Полученное аналитическое описание объекта можно использовать для предварительного исследования вариантов построения системы или в интересах построения модели старшей системы, включающей данный объект на правах элемента;

оценка дифференциального влияния уровней параметров системы на показатель качества. Такая задача возникает в случае, когда параметры системы являются по своей природе качественными или когда количественные параметры могут принимать небольшое число различных значений.

Кроме указанных, существуют и других задачи, решаемые с помощью ТПЭ, например:

испытания образцов техники. Планирование должно позволить оценить степень соответствия показателей качества образцов заданным требованиям при минимальном объеме испытаний;
отсеивающие эксперименты. Предназначены выявить параметры, незначительно влияющие на показатель качества системы. Соответствующие планы применяют на начальных этапах исследования, когда нет конкретных сведений о влиянии тех или иных параметров. Отсеивание несущественных факторов снижает трудоемкость решения задач оптимизации или приближенного аналитического описания системы;
адаптивное планирование. Применяется в условиях управления технологическим процессом, когда система управления все время должна приспосабливаться к конкретным условиям функционирования, а возможно, и предсказывать дальнейшее развитие процесса.
Решение задач с применением ТПЭ предусматривает использование априорной информации об изучаемом процессе для выбора общей последовательности управления экспериментами, которая уточняется после очередного этапа проведения исследований на основе вновь полученных сведений. Тем самым достигается возможность рационального управления экспериментами при неполном первоначальном знании характеристик исследуемого объекта. Целесообразность применения ТПЭ тем выше, чем сложнее исследуемая система.

В ТПЭ исследуемый объект (реальный объект, модель объекта) рассматривается как "черный ящик", имеющий входы v (управляемые независимые параметры) и выходы y [3, 6].
Переменные v принято называть факторами. Теория ПЭ изучает только активный тип экспериментов, когда имеется возможность независимо и целенаправленно менять значения факторов v во всем требуемом диапазоне. Факторы в эксперименте бывают качественными и количественными. Качественные факторы можно квантифицировать или приписать им числовые обозначения, тем самым перейти к количественным значениям. В дальнейшем будем считать, что все факторы являются количественными и представлены непрерывными величинами (если другое не оговорено особо). Переменным v можно сопоставить геометрическое понятие факторного пространства – пространства,  координатные оси которого соответствуют значениям факторов. Совокупность конкретных значений всех факторов образует точку в многомерном факторном пространстве. Примерами факторов являются: интенсивность потока запросов к базе данных, скорость передачи данных по каналу, объем запоминающего устройств. Кроме того, на объект воздействуют возмущающие факторы, они являются случайными и не поддаются управлению.

Область планирования задается интервалами возможного изменения факторов vi min < vi < vi max  для i =1, 2, …, k, где k – количество факторов. В теории ПЭ часто используют нормализацию факторов, т.е. преобразование натуральных значений факторов в безразмерные (кодированные) величины. Переход к безразмерным значениям xi задается преобразованием
	xi = (vi – vi0)/(vi,
	(1.1)


где vi – натуральное значение фактора, vi0 – натуральное значение основного уровня фактора, соответствующее нулю в безразмерной шкале,  (vi – интервал варьирования. Совокупность основных уровней всех факторов представляет собой точку в пространстве параметров, называемую центральной точкой плана или центром эксперимента. С геометрической точки зрения нормализация факторов равноценна линейному преобразованию пространства факторов, при котором проводятся две операции: перенос начала координат в точку, соответствующую значениям основных уровней факторов; сжатие – растяжение пространства в направлении координатных осей.

Активный эксперимент включает: систему воздействий, при которых воспроизводится функционирование объекта; регистрацию отклика объекта. План эксперимента задает совокупность данных, определяющих количество, условия и порядок реализации опытов. Опыт составляет элементарную часть эксперимента и предусматривает воспроизведение исследуемого явления в конкретных условиях с последующей регистрацией результата. В условиях случайности в одних и тех же условиях проводятся параллельные (повторные) опыты в интересах получения статистически устойчивых результатов. Опыт u предполагает задание конкретных значений факторам v u = v1u, v2u, …,  vku, а совокупность значений факторов во всех N точках плана эксперимента образует матрицу плана
	v11, v21, …,  vk1

v12, v22, …,  vk2

.     .     .     .     .

v1N, v2N, …,  vkN .
	(1.2)


Строки матрицы соответствуют опытам, столбцы – факторам, элемент матрицы viz задает значение z-го фактора в i-м опыте.
Вектор y называется откликом. В ТПЭ обычно изучается ситуация, в которой вектор отклика y состоит из одного элемента y. При наличии нескольких составляющих вектора y, каждую из них можно исследовать отдельно. Зависимость отклика от факторов носит название функции отклика, а геометрическое представление функции отклика – поверхности  отклика. Функция отклика рассматривается как показатель качества или эффективности объекта. Этот показатель является функцией от параметров – факторов. На практике широкое распространение получили простые функции вида М{y'} = bf(v), где b=(b0, b1, …, bh) – вектор неизвестных параметров модели размерности h+1, f(v)=(f0(v), f1(v), …, fh(v)) – вектор заданных базисных функций, М{y'} – математическое ожидание функции отклика. Такое представление функции отклика соответствует линейной по параметрам модели регрессионного анализа, т.е. функция отклика есть линейная комбинация базисных функций от факторов.
 Вследствие влияния на результаты экспериментов случайных воздействий истинные значения коэффициентов можно определить только приближенно. Оценку β = (β0, β1, …, βh) вектора неизвестных параметров b находят по результатам экспериментов, в ходе которых получают значения yu при заданных значениях факторов vu. Эти оценки обычно рассчитываются с помощью метода наименьших квадратов (МНК) на основе выборок значений факторов и откликов системы на воздействия [8]. В качестве оценки β вектора b выбирается такое значение, которое минимизирует 
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, где i= 0, 1, 2, …, h. Значение β находят путем решения этой системы уравнений. Решение системы возможно при линейной независимости базисных функций.
Если не принимать специальных мер, то оценки коэффициентов β станут взаимозависимыми, и полученное выражение для функции отклика можно рассматривать только как интерполяционную формулу, что затрудняет ее физическую интерпретацию и последующие расчеты. Однако, формируя специальным образом матрицу плана, можно получить независимые значения β. И эти величины будут характеризовать вклад каждого фактора в значение функции отклика.
Итак, задача заключается в определении общей формы записи функции отклика y'. В большинстве случаев вид этой функции, получаемый из теоретических соображений, является сложным для практического применения, а при неполном знании объекта вообще неизвестен. По данным причинам функцию целесообразно представить в универсальном, удобном для практического применения виде, чему соответствует представление в виде полинома. Тогда системой базисных функций является совокупность степенных функций с целыми неотрицательными значениями показателей степени. Полиномиальная форма представления функции отклика примет вид
	y' = (0 + (1x1 + …+ (kxk + (12x1x2 + (13x1x3+… +(k–1,k xk–1xk + +(11x21 + … +(kkx2k + … + (,
	(1.3)


где ( – случайная составляющая функции отклика (величина, характеризующая ошибку опыта).

Такая функция отклика линейна относительно неизвестных коэффициентов и будет полностью определена, если известны степень полинома и коэффициенты. Степень полинома задается исследователем априорно и уточняется в ходе исследования. На практике наибольшее распространение получили полиномы первого и второго порядка, соответственно линейные и квадратичные модели. Коэффициенты полинома принято называть эффектами факторов.
Иногда функцию отклика целесообразно представить в другом виде, например, в виде степенной функции, так как достижение заданной точности требует применения полинома высокого порядка. Однако использование функций, нелинейных относительно неизвестных параметров, усложняет вычисления, затрудняет оценку их свойств. В некоторых случаях задачу можно упростить путем искусственного преобразования нелинейной функции в линейную. При этом требуется соответствующее преобразование и результатов экспериментов.
Применение ТПЭ основано на ряде допущений, а именно [2, 6]:
функция отклика содержит в своем составе неслучайную и случайную составляющую. Многие показатели качества автоматизированных систем обработки информации носят случайный характер. Это требует многократного повторения опытов в одних и тех же условиях в целях получения статистически устойчивых результатов, а получаемые оценки показателей должны обладать свойствами состоятельности, эффективности, несмещенности и достаточности. Оценки типовых показателей формируются путем усреднения результатов наблюдений. Поэтому при достаточно большом количестве наблюдений можно считать, что случайная составляющая ( распределена по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием, что позволяет получить несмещенную оценку математического ожидания функции отклика в конкретной точке плана. Будем также считать, что величина ( имеет дисперсию, не зависящую от значений факторов. Иначе говоря, результаты, полученные путем усреднения повторных опытов в каждой точке плана, представляют собой независимые, нормально распределенные случайные величины;

факторы v1, v2, …,  vk измеряются с пренебрежимо малой ошибкой по сравнению с ошибкой в определении величины y (учет помех в задании факторов приводит к трудно разрешимым проблемам в оценке коэффициентов функции отклика). Ошибка в определении значения функции отклика объясняется не столько погрешностью измерений, сколько влиянием на результат работы системы неучтенных или случайных факторов, например различиями в формируемой последовательности случайных чисел при статистическом моделировании;
дисперсии среднего значения функции отклика  в различных точках равны друг другу (выборочные оценки дисперсии однородны). Это означает, что при многократных повторных наблюдениях над величиной yu при некотором наборе значений v1u, v2u, …,  vku, получаемая оценка дисперсии среднего значения не будет отличаться от оценки дисперсии, полученной при многократных наблюдениях для любого другого набора значений независимых переменных v1s, v2s, …,  vks.
Указанные допущения позволяют использовать для расчетов коэффициентов полинома МНК, который дает эффективные и несмещенные оценки коэффициентов и обеспечивает простоту проведения самих расчетов. Применение МНК, вообще говоря, не требует соблюдения нормального распределения результатов наблюдения. Этот метод в любом случае дает решение, минимизирующее сумму квадратов отклонений результатов наблюдения от значений функции отклика. Допущение  о нормальном распределении используется при проведении различного рода проверок, например, при проверке адекватности функции отклика и экспериментальных данных. Естественно, что точность оценок коэффициентов функции отклика повышается с увеличением числа опытов, по которым вычисляются коэффициенты.

1.2. Критерии оптимальности и типы планов

В настоящее время используется свыше 20 различных критериев оптимальности планов, которые подразделяются на две основные группы. К первой группе относят критерии, связанные с ошибками оценок коэффициентов, а ко второй – с ошибкой оценки поверхности отклика [2, 3, 6]. Далее будут охарактеризованы только те критерии, которые наиболее часто применяются при решении задач оптимизации, описания поверхности отклика и оценки влияния факторов.
Критерии первой группы представляют интерес для задач оптимизации, выделения доминирующих (наиболее значимых) параметров на начальных этапах решения оптимизационных задач или для выявления несущественных параметров в задачах восстановления закономерности функционирования объекта. Геометрическое истолкование свойств ошибок коэффициентов связано со свойствами эллипсоида их рассеяния, определяемого математическим ожиданием и дисперсией значений ошибок. Пространственное расположение, форма, и размер эллипсоида полностью зависят от плана эксперимента. 

Критерию D-оптимальности соответствует минимальный объем эллипсоида рассеяния ошибок (минимум произведения всех дисперсий коэффициентов полинома). В соответствующем плане эффекты факторов максимально независимы друг от друга. Этот план минимизируют ожидаемую ошибку предсказания функции отклика. Критерию A-оптимальности соответствует план с минимальной суммарной дисперсией всех коэффициентов. Критерию E-оптимальности – план, в котором максимальная дисперсия коэффициентов будет минимальна.
Выбор критерия зависит от задачи исследования, так при изучении влияния отдельных факторов на поведение объекта применяют критерий Е-оптимальности, а при поиске оптимума функции отклика – D-оптимальности. Если построение D-оптимального плана вызывает затруднения, то можно перейти к А-оптимальному плану, построение которого осуществляется проще.
Критерии второй группы используются при решении задач описания поверхности отклика, определения ограничений на значения параметров. Основным здесь является критерий G-оптимальности, который позволяет построить план с минимальным значением наибольшей ошибки в описании функции отклика. Применение G-оптимального плана дает уверенность в том, что в области планирования нет точек с чрезмерно большой ошибкой описания функции.

Среди всех классов планов основное внимание в практической работе уделяется ортогональным и ротатабельным планам.
Ортогональным называется план, для которого выполняется условие парной ортогональности столбцов матрицы планирования, в частности, для независимых переменных 
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, где N – количество точек плана эксперимента, k – количество независимых факторов. При ортогональном планировании коэффициенты полинома определяются независимо друг от друга – вычеркивание или добавление слагаемых в функции отклика не изменяет значения остальных коэффициентов полинома. Для ортогональных планов эллипсоид рассеяния ориентирован в пространстве так, что направления его осей совпадают с направлениями координат пространства параметров.
Использование ротатабельных планов обеспечивает для любого направления от центра эксперимента равнозначность точности оценки функции отклика (постоянство дисперсии предсказания) на равных расстояниях от центра эксперимента. Это особенно важно при решении задач поиска оптимальных значений параметров на основе градиентного метода, так как исследователь до начала экспериментов не знает направление градиента и поэтому стремится принять план, точность которого одинакова во всех направлениях. В ряде случаев при исследовании поверхности отклика требуется униморфность модели, а именно, соблюдение постоянства значений дисперсии ошибки в некоторой области вокруг центра эксперимента. Выполнение такого требования целесообразно в тех случаях, когда исследователь не знает точно расположение области поверхности отклика с оптимальными значениями параметров. Указанная область будет определена на основе упрощенной модели, полученной по результатам экспериментов.

По соотношению между количеством оцениваемых неизвестных параметров модели и количеством точек плана эксперимента все планы подразделяются на три класса: ненасыщенные – количество параметров меньше числа точек плана; насыщенные – обе величины одинаковы; сверхнасыщенные – количество параметров больше числа точек плана. Метод наименьших квадратов применяют только при ненасыщенном и насыщенном планировании, и он не применим для сверхнасыщенного планирования.

Для некоторых планов важную роль играет свойство композиционности. Так, композиционные планы для построения полиномов второго порядка получают добавлением некоторых точек к планам формирования линейных функций. Это дает возможность в задачах исследования сначала попытаться построить линейную модель, а затем при необходимости, добавив наблюдения, перейти к моделям второго порядка, использую ранее полученные результаты и сохраняя при этом некоторое заданное свойство плана, например его ортогональность.

Между критериями оптимальности и методами построения оптимальных планов экспериментов существует жесткая связь. Построение планов производится или с использованием каталогов планов или с использованием непосредственно методов планирования экспериментов, что является непростой задачей и требует достаточно высокой квалификации исследователя в области ТПЭ.

Кроме рассмотренных критериев в планировании экспериментов вполне естественно применяется критерий минимума числа экспериментов, т.е. среди всех планов желательно выбирать такой, который требует минимального числа опытов при соблюдении требований к качеству оценки функции или ее параметров.
Как было отмечено выше, одной из областей применения ТПЭ является решение задач оптимизации, причем непосредственно для поиска оптимальных решений используются градиентные методы. Вычисление оценки градиента осуществляется на основе обработки экспериментальных данных. Хотя градиентный метод оптимизации не является составной частью ТПЭ, в целях удобства освоения материала далее приведено его краткое изложение.
2. ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ
2.1. Понятие градиента
Любую совокупность вещественных чисел (v1, v2, … , vk), взятых в определенном порядке, можно рассматривать как точку или вектор с теми же координатами в пространстве k измерений (k-мерном пространстве). Запись вида v = (v1, v2, … , vk) обозначает точку или вектор v с указанными в скобках координатами [4]. Если для k-мерных векторов  v и w справедливы основные алгебраические операции:

сложение и вычитание

v ± w = (v1 ± w1, v2 ± w2 , … , vk ± wk),

умножение на действительное число (
( × v = (( × v1, ( × v2, … , ( × vk),

скалярное произведение

v × w = (v1 × w1, v2 × w2, … , vk × wk),

то совокупность всех таких векторов называют k-мерным евклидовым пространством и обозначают Ek.
Длиной вектора v называют число, определяемое по формуле
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Длину вектора можно вычислить только тогда, когда компоненты вектора представлены в одной шкале измерений или они являются безразмерными величинами, полученными, например, в результате преобразования (1.1) – кодированные переменные безразмерны.

Если произведение v × w = 0 при |v| ≠ 0 и |w| ≠ 0, то векторы v и w являются ортогональными.

Единичным называют вектор, определяемый по формуле
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Пусть в Ek заданы некоторая точка V = (v1, v2, … , vk), единичный вектор t и непрерывно дифференцируемая по всем аргументам функция f(V) = f(v1, v2, … , vk). Производной в точке V от функции f(V) по направлению луча, определяемому вектором t, называется предел
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Градиентом функции f(V) называют вектор (f(V) с координатами, равными частным производным  по соответствующим аргументам
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Градиент указывает направление наибольшего возрастания функции. Противоположное направление –(f(V) называется антиградиентом, оно показывает направление наискорейшего убывания функции. В точке экстремума V* градиент равен нулю (f(V* ) = 0. Если аналитически производные определить невозможно, их вычисляют приближенно (f(V) / (vi ( (f(V) / (vi, где  (f(V) – приращение функции f(V) при изменении аргумента на величину (vi. Двигаясь по градиенту (антиградиенту) можно достичь максимума (минимума) функции. В этом и состоит сущность градиентного метода оптимизации.
2.2. Способы градиентной оптимизации

Существует несколько модификаций метода градиентной оптимизации  применительно к дискретным вычислениям [4].
Если подъем происходит поочередно по каждой отдельной координате v1, v2, … , vk , то такой метод называют покоординатным подъемом  или методом Гаусса – Зейделя. Движение осуществляется из некоторой точки по координате v1 до тех пор, пока не станет равной нулю соответствующая производная (f(V) / (v1 = 0. Все остальные координаты (аргументы функции) сохраняют постоянное значение. После этого подъем начинается по другой координате. Порядок перебора координат не играет принципиальной роли, а влияет только на скорость поиска, поэтому обычно начинают с v1, затем с v2 и т.д. После того, как будет произведен подъем по всем координатам, начинают повторно с v1. Процесс заканчивается, когда все частные производные будут равны нулю (будут меньше порога чувствительности).

Метод наискорейшего подъема предполагает определение градиента в исходной точке, далее подъем в этом направлении осуществляется до тех пор, пока производная df(V) / dV  в этом направлении не обратится в нуль. После этого снова определяют градиент и осуществляют по нему подъем до нулевого значения производной и т.д. Модификация этого метода предусматривает вычисление градиента в каждой новой точке траектории перемещения.

Все сказанное о сущности методов поиска максимума функции легко транспонируется и для поиска минимума. Рассмотренные выше методы предполагают возможность движения по любому выбранному направлению, т. е. ограничений на область допустимых значений аргументов нет. В качестве начальной точки может быть взята любая точка пространства Ek. Равенство (f(V*) = 0 является необходимым, но не достаточным условием экстремума функции в точке V*, да и точек V* может быть несколько. Поэтому требуются дополнительные исследования для установления, какая из точек действительно является оптимумом (а не точкой перегиба) и какая из них является глобальной.

Одна из основных проблем применения градиентного метода поиска заключается в выборе величины каждого дискретного шага. Шаги могут быть постоянными или переменными. Второй вариант в реализации алгоритма более сложный, но обычно требует меньшего количества итераций.
Поиск максимума функции включает следующие этапы.

1. Определение аналитических соотношений для вычисления градиента функции (f(V), длины вектора градиента |(f(V)|  и единичного вектора t(V), используя соответственно формулы (2.1), (2.2) и (2.3).

2. Выбор исходной точки Vn при n = 0 (начальных значений аргументов функции).

3. Вычисление координат единичного вектора t(Vn) по формуле, полученной на шаге 1 и определение координат новой точки при движении по направлению единичного вектора.

4. Выбор шага a изменения координат текущей точки Vn. Осуществляется из условия предельного увеличения функции f[Vn + at(Vn)] одного аргумента a в соответствии с уравнением
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Корень этого уравнения, максимизирующий функцию f(V), обозначим an. Следующее приближение Vn + 1 вычисляется по формуле

Vn+1 = Vn+аn t(Vn).

Производится возврат к этапу 3.
В результате формируется последовательность приближений V0, V1, V2, … . Вычислительный процесс заканчивается, когда будет достигнута точка Vn, в которой оценка градиента будет равна нулю (коэффициенты функции отклика становятся незначимыми).

Пример 2.2.1. Выполнить шаг крутого восхождения для функции отклика у = – 3х12  –  2х22.

Решение.
Этап 1. Общий вид градиента функции (f(V):

(у/(х1 = – 6х1,  (у/(х2 = – 4х2 ; (f(V) = (– 6х1; – 4х2).

Длина вектора градиента:

|(f(V)| = [((у/(х1)2; ((у/(х2)2]0,5 = [36 х12; 16х22 ]0,5 ;

Единичный вектор t:

t = (t1; t2) = (f(V) / |(f(V)| = – (6х1; 4х2) / [36 х12 +16х22 ]0,5 .
Этап 2. Выбор начальной точки, например V0 = (5; 3).

Этап 3. Вычисление координат единичного вектора
t(V0)= –(30; 12)/[36·25 + 16·9]0,5= – (30; 12)/[32,31] = (–0,93; –0,37).
Координаты точки V1 при движении по направлению вектора t
V1 =V0 + a·t(V0)= (5; 3) + a·(– 0,93; – 0,37) = (5 – a·0,93; 3 – a·0,37).

Функция отклика у в точке V1 пространства двух переменных

у = –  3·(5 – a·0,93)2 – 2·(3 – a·0,37)2.

Этап 4. Выбор шага а изменения координат текущей точки в соответствии с уравнением (2.4)

32,34 – 5,737·а = 0.
Следовательно, шаг а = 5,637.

Координаты точки V1 после выполнения первого шага крутого восхождения V1 = V0 + а· t(V0) = (– 0,242; 0,914).

Аналогично выполняется следующий шаг крутого восхождения.
Рассмотренный алгоритм применяют только для нелинейных функций. Если функция отклика является линейной, то выбор оптимального значения параметра a невозможен. В этом случае шаг выбирается исходя из эвристических предположений исследователя о виде функции отклика.
2.3. Особенности применения градиентной оптимизации совместно с методами планирования экспериментов

Применение методов планирования экспериментов вносит в типовую процедуру градиентных методов поиска свою специфику.
1. В задачах экспериментального исследования функция f(V) обычно изначально неизвестна, ее вид выбирается относительно произвольно, а параметры устанавливается по результатам эксперимента. На начальных этапах исследования трудоемкость решения задачи оптимизации можно снизить, применяя неполные полиномы k-го порядка или линейные полиномы 

	y' = (0 + (1x1 +…+ (kxk + (12x1x2 + (13x1x3 +…
+ (k–1,k xk–1xk+ …+ (12…k x1х2…хk + (;

y' = (0 + (1x1 + …+ (kxk + (.
	(2.5а)

(2.5б)


Таким образом, вместо самого градиента применяется его оценка. Оба вида полинома являются линейными относительно конкретного фактора. Количество членов полинома типа (2.5а) составляет 2k , а для типа (2.5б) равно k+1. Теоретически оценки коэффициентов в точке оптимума должны стать равными нулю, что и будет признаком завершения поиска решения. Однако применение этих моделей может стать нерациональным в области, близкой к оптимуму, из-за больших относительных погрешностей в оценке коэффициентов указанных моделей. Поэтому для исследования области оптимума следует переходить к использованию полиномов более высокой степени.

2. Применение градиентных методов предполагает, что движение по градиенту может осуществляться в любом направлении изменения аргументов функции f(V), т.е. ограничений на область допустимых значений аргументов нет. В практических задачах всегда существуют ограничения на значения параметров, поэтому при выборе направления движения следует учитывать это обстоятельство.
3. Значение градиента зависит от принятой системы перехода к кодированным значениям переменных, т.е. не является инвариантным к выбору центральной точки и интервала варьирования в формуле (1.1). Но знаки частных производных при переходе от одной системы координат к другой сохраняются. Поэтому направление перемещения в методе градиентного поиска не меняется при смене системы координат. Следовательно, в любой системе координат градиентный метод приведет к оптимуму, хотя скорость поиска и будет зависеть от выбранных значений центра и интервала варьирования переменных.
4. Рассмотренный выше способ определения шага крутого восхождения применяют только при описании поверхности отклика полными полиномами второй или более высокой степени. При анализе линейных функций определение шага изменения аргументов производится на основе неформальных процедур. Для полиномов (2.5а, б) шаг (vi* изменения i-го фактора относительно центра (в центре области планирования все нормализованные переменные равны нулю) определяется пропорционально соответствующей составляющей оценки градиента и величине интервала варьирования (vi 
	(vi* = (vi (i /[(12 +(22 + … + (k2 ]0,5.
	(2.6)


Новое значение основного уровня фактора vi,1 в исходной шкале измерений составит величину vi, 1= vi, 0 + (vi*.
5. Применение метода крутого восхождения в его классическом виде предполагает вычисление градиента на каждом этапе. А это означает необходимость проведения достаточно большого количества опытов. Бокс и Уилсон предложили в 1951 г. модификацию метода крутого восхождения. Они рекомендуют на начальном этапе поиска применять линейные полиномы для описания функции отклика. Значение градиента оценивается в начальной точке, после чего пошаговое движение по градиенту продолжается до попадания в частный оптимум (до тех пор, пока значение функции отклика возрастает при переходе от точки к точке). В точке частного оптимума с помощью факторного эксперимента снова определяется градиент. И пошаговое движение начинается по новому направлению. Так продолжается до попадания в область глобального экстремума. Эта область не может быть адекватно описана линейным уравнением. Поэтому переходят к более точному описанию поверхности отклика на основе полиномов второго порядка и уточнению положения точки глобального оптимума. Построение плана для формирования полинома второй степени производится путем добавления некоторых точек к "ядру", уже сформированному для линейного приближения (такие планы получили наименование композиционных). В целом метод Бокса – Уилсона во многих случаях требует меньшего количества опытов возможно при несколько большем числе шагов.

6. Градиентные методы не обеспечивают гарантированного нахождения глобального оптимума при нарушении условия унимодальности функции отклика. Выбор начальной точки для крутого восхождения предопределяет область поиска локального экстремума. Поэтому при наличии априорных сведений о возможности существования нескольких локальных экстремумов, целесообразно осуществить решение задачи оптимизации для нескольких вариантов задания исходных значений параметров.
7. Если эксперимент проводится на реальном объекте и требует больших затрат ресурсов, то поиск значений параметров может завершиться при получении удовлетворительных, а не оптимальных, значений функции отклика. Градиентный метод позволяет находить приемлемые решения и в этом случае.
Однако градиентный метод не всегда эффективен. Например, если поверхность функции отклика имеет овражный характер, то движение будет происходить с одного склона на другой с медленным продвижением к точке минимума. Для таких функций разработано несколько эвристических методов ускоренного продвижения вдоль оврага или гребня.
3. ПЛАНЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ
3.1. Постановка задачи оптимизации

Поиск оптимальных значений параметров является одной из важных задач, решаемых при создании новых технических систем, управлении производством или технологическими процессами. В соответствии с теорией эффективности необходимо [1]: 
сформировать критерий эффективности (функцию отклика в терминах ТПЭ). В большинстве случаев эффективность определяется совокупностью показателей, характеризующих частные свойства исследуемой системы и выполняемой ею операции. Критерий эффективности строится на множестве значений частных показателей с использованием теории полезности или методов векторной оптимизации. В некоторых случаях критерий эффективности удается построить на множестве значений одного показателя, переведя все остальные показатели в разряд ограничений;
выделить управляемые и неуправляемые параметры (факторы) системы и среды, оказывающие существенное влияние на критерий эффективности;
определить ограничения на значения параметров.
Задача оптимизации заключается в нахождение экстремума функции отклика в области допустимых значений параметров. Чтобы найти экстремум, необходимо иметь описание поверхности отклика в диапазоне варьирования параметров, что далеко не всегда удается получить исходя из теоретических соображений, так как функция отклика в аналитическом виде может быть априори неизвестна.
Реализация задачи оптимизации, основанная на применении ТПЭ, как и любой задачи экспериментального исследования, начинается с определения объекта анализа, цели исследования, изучении сущности исследуемого процесса, анализе имеющихся ресурсов, возможности проведения экспериментов с изучаемым объектом в необходимом диапазоне изменения факторов.
Объектом анализа выступает заданный критерий эффективности исследуемой системы, рассматриваемый как функция от существенных параметров системы и внешней среды. Система может представлять собой реальный физический объект или его модель – физическую или математическую (имитационную, сложную аналитическую).
Изучение процесса функционирования объекта позволяет выявить факторы, оказывающие существенное влияние на функцию отклика. Выбор существенных переменных потенциально определяет степень достижения адекватности получаемой модели: отсутствие в исходном перечне существенных параметров, да еще и произвольно меняющихся в ходе эксперимента, не позволяет правильно решить задачу оптимизации; включение несущественных параметров усложняет модель, вызывает значительное увеличение объема экспериментов, хотя по результатам исследования несущественность соответствующих параметров будет выявлена.
Для каждой переменной следует определить диапазон и характер изменения (непрерывность или дискретность). Ограничения на диапазон изменений могут носить принципиальный или технический характер. Принципиальные ограничения факторов не могут быть нарушены при любых обстоятельствах. Эти ограничения задаются исходя из физических представлений (например, емкость устройств памяти всегда имеет положительное значение). Второй тип ограничений связан с технико-экономическими соображениями, например, с наличием соответствующего аппаратно-программного комплекса, принятой технологией обработки информации.
Выделение области изменения факторов является не формальной задачей, а основывается на опыте исследователя. В рамках области допустимых значений факторов необходимо выделить начальную область планирования эксперимента. Этот выбор включает определение основного (нулевого) уровня как исходной точки построения плана и интервалов варьирования. Интервал варьирования задает относительно основного уровня значения фактора, при которых будут производиться эксперименты. Обычно интервалы являются симметричными относительно центрального значения. Интервал варьирования должен отвечать двум ограничениям: его применение не должно приводить к выходу фактора за пределы области допустимых значений; он должен быть больше погрешности задания значений фактора (в противном случае уровни фактора станут не различимыми). В пределах этих ограничений выбор конкретного значения является неформальной процедурой, учитывающей ориентировочную информацию о кривизне поверхности функции отклика.
Фактор должен быть управляемым, т.е. экспериментатор может поддерживать его постоянное значение в течение всего опыта. Для фактора необходимо указать его конкретные значения и  средства контроля. Сам фактор должен быть первичным, ибо сложно управлять фактором, который в свою очередь является функцией других факторов. Для каждого фактора следует указать точность его задания и поддержания в ходе эксперимента.
Одновременное изменение факторов предполагает их совместимость, что означает осуществимость и безопасность всех их сочетаний. Необходимо также обеспечить независимость изменения каждого фактора, что означает возможность установления любого значения фактора вне связи со значениями других факторов.
Цель исследования, требуемая точность получаемых результатов, имеющиеся ресурсы ограничивают множество допустимых моделей  функции отклика (с усложнением модели и повышением точности оценки показателей резко возрастает объем необходимых опытов) и соответственно предопределяют план проведения экспериментов.
3.2. Полный факторный эксперимент типа 2k
На начальных этапах оптимизации для определения градиента применяют неполные полиномы второго порядка или линейные полиномы [2, 5, 6]. Вычисление оценок коэффициентов таких полиномов осуществляется на основе обработки результатов реализации наиболее простых планов, в которых каждый фактор принимает только два значения vi min или vi max, расположенные симметрично относительно нулевого уровня или центра плана по данному фактору. Значения уровней варьирования выбирает исследователь, исходя из возможного диапазона изменения каждого фактора и возможности применения линейной аппроксимации функции отклика в выбранном диапазоне изменений параметра. Без ограничения общности можно считать, что кодированные значения xi принимают значения – 1 и +1 соответственно (принято обозначать – или +). Множество всех точек в k-мерном пространстве, координаты которых являются комбинациями "+" и "–", называется полным факторным планом  или планом полного факторного эксперимента типа 2k (ПФЭ). Количество точек в этом плане N =2k.
Для примера возьмем полный факторный эксперимент с тремя независимыми переменными x1, х2 и x3, табл. 3.1.
Второй, третий и четвертый столбцы таблицы соответствуют собственно плану экспериментов, пятый – восьмой столбцы содержит значения произведений независимых переменных. Фиктивная переменная x0 =1 (первый столбец) введена для единообразия записи расчетных формул коэффициентов полинома. Строки соответствуют опытам, например, первая строка характеризует эксперимент, в котором все независимые переменные находятся на нижнем уровне.
Таблица 3.1

	Матрица планирования
	Вектор результатов

	x0
	x1
	x2
	x3
	x1 x2
	x1 x3
	x2 x3
	x1 x2 x3
	y

	+
	–
	–
	– 
	+
	+
	+
	–
	y1

	+
	–
	–
	+
	+
	–
	–
	+
	y2

	+
	–
	+
	–
	–
	+
	–
	+
	y3

	+
	–
	+
	+
	–
	–
	+
	–
	y4

	+
	+
	–
	–
	–
	–
	+
	+
	y5

	+
	+
	–
	+
	–
	+
	–
	–
	y6

	+
	+
	+
	–
	+
	–
	–
	–
	y7

	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	y8


Существует несколько способов построения подобных матриц планирования. В частности можно воспользоваться приемом, характерным для записи последовательности двоичных чисел. В столбце последней переменной x3 знаки меняются поочередно, в столбце предпоследней переменной x2 – чередуются через два элемента, третьей справа переменной x1 – через четыре элемента. Аналогично строится матрица для любого количества переменных, порядок перечисления переменных не играет роли. Столбцы с произведениями переменных вычисляются путем умножения значений элементов в соответствующих столбцах простых переменных.

Из анализа матрицы планирования легко видеть, что полный факторный эксперимент обладает свойствами:

ортогональности. Сумма парных произведений элементов любых двух различных столбцов равна нулю. В частности, для простых переменных 
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симметричности. Сумма всех элементов любого столбца, за исключением первого, равна нулю, например, 
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нормированности. Сумма квадратов элементов любого столбца равна числу опытов, так для i-й переменной 
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Первые два свойства обеспечивают независимость оценок коэффициентов модели и допустимость их физической интерпретации. Нарушение этих свойств приводит к взаимной зависимости оценок и невозможности придания смысла коэффициентам.
Включение в матрицу планирования переменных вида xi2  приведет к появлению единичных столбцов, совпадающих друг с другом и со столбцом x0. Следовательно, нельзя будет определить, за счет чего получено значение (0. Поэтому планы ПФЭ 2k не применимы для построения функции отклика в виде полного полинома второй степени.

3.3. Оценки коэффициентов функции отклика

Эксперимент, проведенный по плану, представленному в табл. 3.1, позволяет оценить коэффициенты неполного полинома третьей степени y' = (0 + (1x1 + (2x2 + (х3 + (12x1x2 + (13x1x3 + (23x2x3 + (123x1x2х3 или линейной функции y' = (0 + (1x1 + (2x2 + (х3. Первый вид полинома позволяет оценить не только влияние отдельных факторов, но и один из часто встречающихся видов нелинейности, когда эффект одного фактора зависит от уровня других факторов, т.е. присутствует эффект взаимодействия факторов. Эффект взаимодействия вида xi xj называют парным, xi xj xk – тройным и т.д. С ростом количества факторов число возможных взаимодействий быстро увеличивается. Суммарно количество всех коэффициентов функции отклика такого типа равно числу опытов полного факторного эксперимента.
Оценки коэффициентов полинома определяются на основе метода наименьших квадратов и для рассматриваемого типа ПФЭ вычисляются по простым соотношениям [8, стр. 29]
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Здесь величина 
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 соответствует значению отклика 
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 в указанной точке факторного пространства при отсутствии повторных опытов или является оценкой математического ожидания 
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значений функции отклика по всем ru повторным опытам в данной точке. Повторные опыты проводятся в тех случаях, когда на функционирование системы оказывают влияние случайные воздействия. Количество повторных опытов в разных точках плана может различаться.
Допустима следующая интерпретация оценок коэффициентов:
(0 соответствует значению функции отклика в центре проводимого эксперимента;
(i равен приращению функции при переходе значения фактора i с нулевого уровня на верхний (это вклад фактора в значение функции);
(ij равен нелинейной части приращения функции при одновременном переходе факторов i и j с нулевого уровня на верхний и т.п. 
Ошибки в определении коэффициентов полинома можно охарактеризовать соответствующей дисперсией. С учетом того, что кодированные значения факторов принимают значения +1 и ​– 1, оценка дисперсии коэффициента определяется соотношением
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Следовательно, оценка дисперсии всех коэффициентов одинакова и определяется только дисперсией средних значений функции отклика и числом опытов. Эту формулу можно применять, если количество опытов во всех точках плана одинаково. При факторном эксперименте, в отличие от классического, одновременно варьируются все факторы, поэтому каждый коэффициент полинома определяется по результатам всех экспериментов, тем самым оценка дисперсии коэффициентов получается в N раз меньше средней дисперсии всех опытов. Оценка дисперсии среднего значения в конкретной точке плана 
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, где (u2 – оценка дисперсии функции отклика в точке u, ru – число повторных опытов в этой точке плана [7, стр. 50]. Дисперсия оценок всех коэффициентов одинакова, поэтому ПФЭ рассмотренного типа являются ротатабельным.
При использовании неполных полиномов k-го порядка количество точек плана равно количеству оцениваемых параметров. Поэтому не остается степеней свободы для проверки гипотезы об адекватности представления результатов эксперимента заданной математической моделью. Если применять полиномы первой степени, то тогда остаются степени свободы для проверки гипотезы об адекватности модели.

3.4. Дробный факторный эксперимент
С ростом количества факторов k  число точек плана в ПФЭ растет по показательной функции 2k. Планы ПФЭ позволяют получить несмещенные оценки градиента функции отклика в центральной точке, но в случае применения линейного полинома оказываются недостаточно эффективными по количеству опытов при большом числе независимых переменных, так как остается слишком много степеней свободы на проверку адекватности модели. Например, при k = 5 на проверку адекватности линейной модели остается 26 степеней. Хотя большое количество опытов и приводит к существенному снижению погрешности в оценке коэффициентов, все же такое число степеней свободы для проверки адекватности является чрезмерным.

Таким образом, в случаях, когда используются только линейные приближения функции отклика, количество опытов следует сократить, используя для планирования так называемые регулярные дробные реплики ПФЭ, содержащие подходящее число опытов и сохраняющие основные свойства матрицы планирования. Реплика, включающая только половину экспериментов ПФЭ, называется полурепликой, включающая четвертую часть опытов – четвертьрепликой и т. д. Краткое обозначение  указанных дробных реплик 2k – 1, 2 k– 2 соответственно.

Построение регулярной дробной реплики или проведение дробного  факторного эксперимента (ДФЭ) типа 2k–p предусматривает отбор из множества k факторов k–p основных, для которых строится план ПФЭ. Этот план дополняется р столбцами, которые соответствуют остальным факторам. Каждый из этих столбцов формируется по специальному правилу, а именно, получается как результат поэлементного умножения не менее двух и не более k–p определенных столбцов, соответствующих основным факторам. Иначе говоря, в  дробных репликах p линейных эффектов приравнены к эффектам взаимодействия. Но именно такое построение матрицы планирования и позволяет обеспечить ее симметричность, ортогональность и нормированность.
Таблица 3.2
	Матрица планирования
	Вектор результатов

	x0
	x1
	x2
	x3
	y

	+
	–
	–
	+ 
	y1

	+
	–
	+
	–
	y2

	+
	+
	–
	–
	y3

	+
	+
	+
	+
	y4


Правило образования каждого из p столбцов ДФП называют генератором плана. Каждому дополнительному столбцу соответствует свой генератор (для плана типа 2k– p должно быть задано p различных генераторов). Генератор задается как произведение основных факторов, определяющее значение элементов соответствующего дополнительного столбца матрицы планирования. Примером записи генератора для плана 23 – 1 служит выражение x3 = x1x2, табл. 3.2. Матрица планирования ДФП типа 2k– p содержит k + 1 столбец и N = 2k– p строк.

3.5. Оценки коэффициентов функции отклика в дробном факторном эксперименте
Применение дробных реплик ведет к смешиванию оценок параметров модели, а их построение предполагает исключение из рассмотрения некоторых взаимодействий факторов. Оценки смешиваются в связи с тем, что каждый из р столбцов дробного факторного плана совпадает с некоторым произведением основных факторов.
Запись плана в виде 2k– p не дает полной характеристики регулярной дробной реплики, так как основные эффекты можно приравнять к различным эффектам взаимодействия. Правило смешивания, определяющее коррелированные основные эффекты и эффекты взаимодействия, удобно описывать с помощью определяющего контраста реплики. Определяющий контраст полуреплики получается путем умножения генерирующего соотношения на его же левую часть, а так как для любой кодированной переменной xi2 =1, то левая часть формулы определяющего контраста всегда равна единице и обозначается I. В частности, для ДФП типа 23 – 1 и генераторе x3 = x1x2 имеет место определяющий контраст I = x1 x2 x3 (генератор умножается на переменную x3, следовательно, x3 x3 = I =  x1 x2 x3).
Чтобы определить, с какими параметрами смешана оценка коэффициента данного фактора, следует умножить обе части определяющего контраста на этот фактор. Учитывая равенство xi2 =1, получим порядок смешивания оценок коэффициентов при использовании конкретного плана. Для плана 23 – 1 и определяющего контраста I = x1 x2 x3 порядок смешивания факторов следующий:
x1 = x12 x2 x3 = x2 x3;  x2 = x1 x22 x3 = x1 x3;  x3 = x1 x2 x32 = x1 x2 .
Оценки коэффициентов линейной модели для этого плана эксперимента не могут быть получены раздельно и будут смешанными:

(1*= (1 + (23 ;  (2*= (2 + (13 ;  (3*= (3 + (12 .
Планы типа 2k–р являются ортогональными для моделей с взаимодействиями. Поэтому для вычисления оценок коэффициентов получаются простые формулы, как и для ПФЭ
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Планы дробных реплик строят различным образом, но так, чтобы соблюдались основные свойства матрицы планирования. Например, ДФП 23–1 можно представить одной из двух полуреплик, генераторами которых являются x3 = x1 x2 и x3 = – x1 x2 соответственно. Определяющие контрасты этих полуреплик: x32  = I = x1 x2 x3 и  x32  = I = – x1 x2 x3 .
Смешивание факторов задается соотношениями:

а) первая полуреплика x1 = x2 x3 ,  x2 = x1 x3 ,  x3 = x1 x2 ;

б) вторая полуреплика x1 = – x2 x3 ,  x2 = – x1 x3 ,  x3 = – x1 x2 .
Коэффициенты линейного полинома полуреплик:
а) β1* = β1 + β23 ;  β2* = β2 + β13 ;  β3* = β3 + β23 ;
б) β1* = β1 – β23 ;  β2* = β2 – β13 ;  β3* = β3 – β23 .
Реализовав обе полуреплики, путем сложения и вычитания значений коэффициентов βi* можно получить раздельные оценки для линейных эффектов и эффектов взаимодействия. Такой вариант плана, по сути, соответствует ПФЭ.
Разрешающая способность полуреплик (возможность раздельного определения коэффициентов уравнения) зависит от генерирующих соотношений. Так, если для плана 24 – 1 выбрать генерирующее соотношение x4 = x1 x2, то получим реплику с контрастом I =  x1 x2 x4 и разрешающей способностью x1 = x2 x4 и т.д. Здесь линейные эффекты определяются совместно с парными взаимодействиями. Очевидно, что в первую очередь следует пренебречь взаимодействием более высоких порядков из-за их более низкой вероятности существования по сравнению с парными. У полуреплики с контрастом I = x1 x2 х3 x4 или равноценным I = – x1 x2 х3 x4 линейные эффекты будут определяться совместно уже только с тройными взаимодействиями. Это повышает точность оценок параметров модели, так как величина смещения в оценке коэффициента потенциально уменьшается. С ростом количества независимых переменных растет разрешающая способность полуреплик, позволяя оценивать раздельно сначала линейные эффекты, затем парные, тройные  взаимодействия и т.д. Но при этом растет и избыточность экспериментов.

Реплики можно строить высокой степени дробности, тем самым сокращая количество экспериментов. Пусть необходимо изучить влияние пяти переменных и известно, что все эффекты взаимодействия пренебрежимо малы. Для линейного приближения следует определить шесть коэффициентов, что потребует применения плана с количеством точек не менее шести. Ближайшее большее число, соответствующее целой степени 2, равно восьми, это дает возможность получить дробную реплику, эквивалентную ПФЭ 23, т. е. реплику 25 – 2 или четвертьреплику. Для построения четвертьреплики необходимы два генерирующих соотношения. В целях построения такой реплики целесообразно пожертвовать тройным и одним из двойных взаимодействий. Пусть этим двойным взаимодействием будет x1x2. Тогда можно построить четыре различные четвертьреплики, каждая из которых задается двумя генерирующими соотношениями: 
а) x4 = x1 x2 ,  x5 = х1 x2 x3 ;

б) x4 = x1 x2 ,  x5 = – х1 x2 x3 ;

в) x4 = – x1 x2 ,  x5 = х1 x2 x3 ;

г) x4 = – x1 x2 ,  x5 = – х1 x2 x3 .
 Определяющие контрасты каждой четвертьреплики задаются двумя соотношениями:
а) I = х1 x2 x4 , I = х1 x2 x3 x5 ;

б) I = х1 x2 x4 , I = –  х1 x2 x3 x5 ;
в) I = – х1 x2 x4 , I = х1 x2 x3 x5 ;
г) I = – х1 x2 x4 , I = – х1 x2 x3 x5 .
Из этой совокупности четвертьреплик следует выбрать только одну, например, выберем реплику, задаваемую первой парой генерирующих соотношений. Матрица планирования ДФП получается из матрицы ПФЭ 2k–p для k – p основных факторов добавлением р столбцов, элементы которых вычисляются по соответствующим генерирующим соотношениям, табл. 3.3.
Таблица 3.3
	Матрица планирования
	Вектор

 результатов

	х0
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	

	+
	–
	–
	–
	+
	–
	y1

	+
	+
	–
	–
	–
	+
	y2

	+
	–
	+
	–
	–
	+
	y3

	+
	+
	+
	–
	+
	–
	y4

	+
	–
	–
	+
	+
	+
	y5

	+
	+
	–
	+
	–
	–
	y6

	+
	–
	+
	+
	–
	–
	y7

	+
	+
	+
	+
	+
	+
	y8


Для полной характеристики разрешающей способности четвертьреплик вводят обобщающие определяющие контрасты, третий компонент которых получается путем перемножения попарно первых двух контрастов. Для выбранной четвертьреплики обобщающий определяющий контраст I = х1 x2 x4 = х1 x2 x3 x5 = x3 x4 x5 .
Все совместные оценки находятся путем умножения обобщающего определяющего контраста последовательно на х1, х2 и т.д.  В рассматриваемом случае совместные оценки задаются соотношениями:
x1 = x2 x4 = x2 x3 х5 = x1 x3 x4 х5,
x2 = x1 x4 = x1 x3 х5 = x2 x3 x4 х5,

    .    .    .    .    .    .    .

x5 = х1 x2 x4 х5= x1 x2 х3 = x3 x4 .
Оценки коэффициентов линейного полинома задаются соотношениями:
β1* = β1 + β24 + β235 + β1345 ,

β2* = β2 + β14 + β135 + β2345 ,

и  т. д.

Разрешающая способность выбранной четвертьреплики невысокая – все линейные эффекты определяются совместно с парными взаимодействиями. Этой репликой можно пользоваться для оценки линейных эффектов при условии равенства нулю соответствующих парных взаимодействий. Если такой уверенности нет, то следует применить полуреплику (что требует в два раза большего количества точек плана эксперимента по сравнению с четвертьрепликой) с генерирующим соотношением x5 = х1 x2 x3 x4 , пользуясь которым, можно разделить все линейные эффекты и парные взаимодействия.

Построение обобщающего определяющего контраста для реплик более высокой степени дробности производится аналогично четвертьреплике: исходные контрасты сначала перемножаются попарно, получаются контрасты первого уровня; затем контрасты первого уровня снова перемножаются попарно, получаются контрасты второго уровня и так далее, пока не будет исчерпана возможность перемножения. Если получается два и более одинаковых контрастов, то из них оставляется только один. Обобщающий определяющий контраст составляется путем перечисления выражений для всех сформированных контрастов.
Взаимодействие факторов, выбранных в качестве генераторов плана, может быть значимым или незначимым. Для построения дробных реплик следует выбирать незначимые взаимодействия, которые выбираются по физическим соображениям на основе априорных сведений. Следует учитывать, что ДФЭ позволяет получить несмещенную оценку градиента функции отклика тогда и только тогда, когда ее обобщающий определяющий контраст больше трех. Наличие смещения в оценке градиента увеличивает количество шагов оптимизации, вносит систематическую ошибку в описание функции отклика.

4. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТА
4.1. Предварительная обработка

После того, как составлен план проведения эксперимента, можно приступать к его проведению. Вопросы непосредственного осуществления эксперимента рассматривать не будем, а перейдем к обработке результатов. Сущность обработки результатов эксперимента во многом одинакова для различных областей применения – поиска оптимума функции, описания поверхности отклика и др.
Необходимо учитывать, что любой эксперимент сопровождается погрешностями (методическими, измерений) и содержит элементы неопределенности (случайности). Проведение повторных опытов не дает полностью совпадающих результатов. Поэтому процедура обработки должна учитывать эти обстоятельства. Обработка результатов включает предварительную обработку результатов экспериментов, вычисление оценок коэффициентов функции отклика и проведение ряда проверок: однородности дисперсии воспроизводимости, адекватности модели и значимости коэффициентов [2, 5, 6]. Расчетные соотношения будут приведены в предположении, что в каждой точке плана производиться различное количество повторных опытов ru .
 В ходе предварительной обработки вычисляются следующие параметры для всех точек 
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среднее значение функции отклика 
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несмещенная оценка дисперсии функции отклика 
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. Для данной величины количество степеней свободы (u = ru  – 1;
оценка дисперсии среднего значения функции отклика (оценка дисперсия воспроизводимости) 
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На основе частных оценок вычисляется средняя величина оценки дисперсии воспроизводимости среднего значения функции отклика по всей области планирования
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Эта оценка является несмещенной и ее можно рассматривать как случайную величину с количеством степеней свободы 
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 в выражении (3.2).
4.2. Проверка однородности дисперсии воспроизводимости

Необходимым условием применения метода наименьших квадратов для расчета оценок коэффициентов модели является однородность оценок дисперсии воспроизводимости среднего значения  функции отклика во всех точках плана. Поэтому обязательным этапом обработки должна быть проверка статистической гипотезы об однородности совокупности дисперсий воспроизводимости. В условиях различного количества опытов в точках плана применяют критерии Фишера или Бартлетта [8, стр. 12].
Если количество повторных опытов в каждой точке плана достаточно велико (больше 7), то средние значения функции отклика можно считать распределенными по нормальному закону. Проверка однородности по критерию Фишера сводится к проверке гипотезы о равенстве дисперсий двух нормально распределенных случайных величин:
из совокупности оценок дисперсии среднего значения функции отклика выбирается минимальное Du min и максимальное Du max значения с числом степеней свободы соответственно (u min и (u max;

вычисляется значение критерия Фишера F = Du max / Du min, которое сравнивается с критическим значением Fкр = F((; (u max; (u min), где (  – уровень значимости (обычно ( выбирают в пределах от 0,01 до 0,1). Критическая область является односторонней (альтернативная гипотеза допускает между проверяемыми оценками дисперсии соотношение Du max > Du min). Критическое значение определяют по специальным таблицам (например, табл. П.1 приложения) или с использование стандартных функций математических пакетов;

гипотеза об однородности оценок дисперсии воспроизводимости в различных точках плана принимается, если условие F ( Fкр выполняется, и отвергается в противном случае.
Существенным недостатком критерия Фишера является игнорирование всех оценок дисперсии воспроизводимости, кроме максимального и минимального значения.
Проверка однородности по Бартлетту учитывает оценки дисперсии воспроизводимости во всех точках плана и производится на основе вычисления критерия
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Случайная величина В при справедливости гипотезы об однородности дисперсий распределена приближенно как хи-квадрат с N – 1 степенями свободы, если все ru > 3. Следовательно, критическое значение Вкр = (2 ((; N – 1), оно определяется по специальным таблицам (например, табл. П.2 приложения) или с использование стандартных функций математических пакетов. Если В ( Вкр, то гипотеза об однородности принимается, при В > Вкр – отвергается.
Критерий Бартлетта чувствителен к отклонениям распределения от нормального, поэтому к результатам сравнения следует относиться осторожно, а при одинаковом объеме опытов в различных точках плана лучше применять критерий Кочрена [8, стр. 13].
Итак, если не выявлена неоднородность дисперсии воспроизводимости, то обработку результатов экспериментов можно продолжать дальше. В противном случае следует выявить и устранить причины неоднородности. Обычно неоднородность является следствием принятых решений по организации и проведению экспериментов.
Во-первых, возможно в экспериментальном исследовании не учтен некоторый существенный фактор (факторы), который изменялся в ходе опытов. Такой фактор (факторы) следует выявить, включить в модель или обеспечить его стабильность в ходе исследований и повторить опыты;

Во-вторых, количество повторных опытов в точках плана с большой дисперсией функции отклика проведено недостаточно. Действительно, дисперсия функции отклика (u2 может существенно различаться в разных точках плана. Так, дисперсия среднего количества заявок в очереди для одноканальной системы массового обслуживания при пуассоновском входном потоке и экспоненциально распределенном времени обслуживания равна ( / (1 – ()2, где ( – загрузка системы. Иначе говоря, эта дисперсия заведомо неоднородна при изменении загрузки. В частности, изменение загрузки от 0,8 до 0,9 приводит к увеличению дисперсии в 4,5 раза. Поэтому для обеспечения однородности дисперсии воспроизводимости среднего значения в точке плана при ( = 0,9 следует провести в 4,5 раза больше повторных опытов по сравнению с точкой плана, в которой ( = 0,8.
Итак, неоднородность можно снизить за счет уменьшения интервала варьирования факторов или увеличения количества опытов в соответствующих точках плана. Изменение интервалов варьирования влечет необходимость повторения опытов во всех точках плана. Поэтому из указанных способов снижения неоднородности следует выбрать тот, который требует меньшего количества новых опытов.
После того, как установлена однородность дисперсии воспроизводимости, можно приступать к вычислению оценок коэффициентов функции отклика. Оценки коэффициентов функции отклика вычисляются по формулам (3.1). Результаты вычислений этих оценок всегда отличаются от нуля. Но это не значит, что они являются значимыми, т.е. сами коэффициенты не равны нулю. Проверку значимости оценок обычно осуществляют после проверки адекватности модели.
4.3. Проверка адекватности модели

Проверка адекватности математической модели данным эксперимента проводится только в случае ненасыщенного планирования на основе сопоставления дисперсии воспроизводимости среднего значения функции отклика (2 (y) и дисперсии адекватности. Оценка дисперсия адекватности характеризует отклонения между результатами наблюдений и значениями, формируемыми по функции отклика
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где m – количество оцениваемых коэффициентов модели; 
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– среднее значение результатов наблюдения в u-й точке плана; y'u – значение отклика в этой же точке, предсказанное на модели. Количество степеней свободы дисперсии адекватности (a = N – m. При насыщенном планировании нет степеней свободы и сумма отклонений равна нулю.

Проверка адекватности сводится к проверке гипотезы об однородности оценки дисперсии воспроизводимости (2 (y) с количеством степеней свободы ((y) и оценки дисперсии адекватности. Проверка осуществляется по критерию Фишера аналогично рассмотренной выше проверке однородности дисперсий воспроизводимости. Оценки дисперсий в формуле расчета критерия расставляются так, чтобы его величина была больше единицы, критическая область является двусторонней.
Если вычисленное значение критерия меньше критического, то нет оснований для сомнений в адекватности модели. Однако положительный исход статистической проверки не гарантирует достоверной адекватности, а тем более истинности модели, хотя и не противоречит такому предположению. Когда гипотеза отклоняется, следует вывод о неадекватности модели, следовательно, она заведомо не является истинной. Дальнейшее применение неадекватной модели обычно нецелесообразно, и надо принять меры по ее совершенствованию.
Причиной неадекватности могут являться: ошибки в организации и проведении опытов, например неконтролируемое изменение неучтенных в модели факторов; погрешности в задании исходных данных и в измерении результатов; большой размах варьирования факторов и другие причины. Иначе говоря, анализ причин неадекватности требует серьезного изучения сущности исследуемого процесса и методов его исследования.
4.4. Проверка значимости оценок коэффициентов модели

Проверка значимости оценок коэффициентов полинома производится на основе проверки статистической гипотезы о равенстве математического ожидания случайной величины нулю, т.е. проверки условия bi = 0 для всех коэффициентов. Проверка осуществляется с помощью критерия Стьюдента ti = (| (i| – 0)/ (((i) =  |(i| / (((i).
Критическое значение tкр = t((; ((y)) находится стандартным образом: критическая область является двусторонней, так как коэффициент может быть положительным или отрицательным; количество степеней свободы соответствует количеству степеней свободы для оценки дисперсии воспроизводимости ((y). Если вычисленное значение критерия больше tкр, то данный коэффициент отличается от нуля и оставляется в уравнении функции отклика, иначе коэффициент незначим. Отсутствие значимости коэффициента в моделях описания поверхности отклика говорит о целесообразности исключения соответствующего слагаемого из уравнения (частный градиент равен нулю).

После проверки значимости коэффициентов может оказаться, что все коэффициенты незначимы. Эти выводы являются следствием одной их следующих причин:

достигнута область оптимума функции отклика. Следует перейти к построению функции на основе полных полиномов второго порядка;

интервал варьирования факторов слишком мал. Необходимо увеличить интервал варьирования факторов;

отклик системы не зависит от выбранных факторов. В выбранной области значений факторы не оказывают влияние на функцию отклика или для анализа выбраны несущественные факторы.
Формальных правил выявления соответствующих ситуаций не существует.
Рассмотренные этапы обработки результатов экспериментов должны выполняться не только в случае полного или дробного факторного эксперимента, но и при реализации других планов оптимизации и описания поверхности отклика.
В условиях относительно небольшого влияния случайности на значение функции отклика (например, случайные ошибки измерительных приборов) в каждой точке плана проводится только по одному опыту. Очевидно, что в такой ситуации оценка дисперсии воспроизводимости невозможна. Следовательно, проверки однородности дисперсии воспроизводимости и адекватности модели не проводятся. И только в условиях ненасыщенного планирования возможна проверка значимости коэффициентов полинома, если в качестве дисперсии коэффициентов взять величину (2 ((i) = (a2/N  с количеством степеней свободы (a = N – m.
5. ПЛАНЫ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПОВЕРХНОСТИ ОТКЛИКА

5.1. Композиционные планы

Применение линейных планов совместно с методом градиентного поиска оптимума позволяет достичь окрестностей точки оптимума. Поиск оптимального решения в этой области требует перехода от линейных моделей к моделям более высокого порядка – как минимум к полиномам второй степени [2, 6]. Полином второго порядка содержит 
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Построение такой модели требует применения плана, в котором каждая переменная принимает хотя бы три различных значения. Существуют различные подходы к построению планов второго порядка. Можно воспользоваться ПФЭ типа 3k, но такие планы обладают большой избыточностью. Например, для трех переменных количество точек плана составит 27, а количество оцениваемых коэффициентов в функции отклика равно 10. В соответствии с идеей пошагового эксперимента планирование рационально осуществлять путем добавления специально подобранных точек к “ядру”, образованному планированием для линейного приближения. Такие планы называют композиционными (последовательными), они позволяют использовать информацию, полученную в результате реализации линейного плана.

Композиционные планы используются обычно на заключительном этапе исследования, когда модель приходится подбирать последовательно, начиная с простейшего линейного уравнения, которое потом достраивается до полной квадратичной формулы. В этом случае композиционные планы дают выигрыш по числу опытов по сравнению с другими планами. Эти планы можно применять и при непосредственном построении функции отклика в виде полинома (5.1).

Решение подобных задач основано на применении ортогональных или ротатабельных центральных композиционных планов (ЦКП). Эти планы используют в качестве ядра полный факторный эксперимент или минимально возможные регулярные дробные реплики типа 2k – p. В качестве дробной реплики применяют такую, в которой два любых парных взаимодействия по модулю не равны друг другу 
	|xixj| ( |xs xz|
	(5.2)


для любых попарно различных индексов. Именно план ПФЭ или дробные реплики, удовлетворяющие указанному условию, служат ядром ЦКП. На практике широкое распространение получили два типа ЦКП, известные как планы Бокса и Хартли. Понятие “центральный” означает, что факторы принимают значения, симметричные относительно центра плана.

Центральный композиционный план второго порядка называют планом Бокса, если его ядром является ПФЭ 2k или регулярная реплика типа 2k – p, для которой парные взаимодействия не равны по модулю линейным факторам: xi ( (xsxz; s ( z; i, s, z  = 1, 2, …, k и, кроме того, выполняется условие (5.2). Применение ПФЭ или регулярных реплик, отвечающих этим условиям, позволяет получить несмещенные оценки коэффициентов модели (5.1). Из условий построения дробной реплики следует, что разрешающая способность ядра плана должна быть больше четырех, т.е. определяющий контраст должен содержать не менее пяти переменных. Следовательно, ядром плана Бокса при k < 5 является ПФЭ, а при k ( 5 может быть ДФЭ. План Бокса можно сделать ортогональным либо ротатабельным. Но нельзя добиться одновременного и строго соблюдения обоих свойств. В некоторых случаях ЦКП можно сделать приближенно и ортогональным, и ротатабельным, если вначале построить ротатабельный план, а затем подобрать необходимое количество опытов в центральной точке.

Центральный композиционный план второго порядка называют планом Хартли, если его ядром является регулярная реплика типа 2k –p, в которой некоторые парные взаимодействия равны по модулю линейным факторам. Иначе говоря, ЦКП второго порядка будет или планом Бокса или планом Хартли. Планы Хартли более экономны по числу опытов, чем планы Бокса, но уступают им по точности оценивания коэффициентов, кроме того, их нельзя сделать ни ортогональными, ни ротатабельными. Такой план не позволяет получить раздельные оценки соответствующих коэффициентов. Планы Хартли целесообразно применять, если известно, что часть эффектов bj или bju в модели отсутствует (следовательно, простые эффекты можно смешивать с парными взаимодействиями, не теряя в разрешающей способности плана) или тогда, когда дисперсия наблюдений относительно мала.
5.2. Ортогональные центральные композиционные планы

В планах Бокса к ядру, построенному на основе ПФЭ или ДФЭ, добавляется одна точка в центре плана с координатами (0, 0, ..., 0) и 2k "звездных" точек с координатами (( (, 0, ..., 0), ..., (0, 0, ..., ( (). Построенный таким образом план будет ЦКП второго порядка. Общее количество точек плана при использовании композиционного планирования составит N = N0 +2k+ 1, где N0 – количество точек ядра плана. В табл. 5.1 и 5.2 содержится описание соответствующих матриц планирования для ЦКП при k = 2. Количество опытов для данного плана N = 22 + 2·2 + 1 = 9. Аналогично строятся ЦКП для произвольного числа факторов, при этом каждый фактор варьируется на пяти уровнях: – (; – 1; 0; 1; (.
	Таблица 5.1
	
	Таблица 5.2

	Ядро плана
	
	Дополнительные точки

	x1
	x2
	
	x1
	x2

	+
	+
	
	(
	0

	–
	+
	
	– (
	0

	+
	–
	
	0
	(

	–
	–
	
	0
	– (

	
	
	
	0
	0


В матрице плана второго порядка не у всех столбцов соблюдается условие симметрии и не все пары столбцов ортогональны. Например, рассмотрим ЦКП второго порядка для трех переменных, табл. 5.3.
Таблица 5.3
	План
	x0
	x1
	x2
	x3
	x1 x2
	x1 x3
	x2 x3
	x12
	x22
	x32

	ПФЭ
	+
	–
	–
	–
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	


	+
	+
	–
	–
	–
	–
	+
	+
	+
	+

	
	+
	–
	+
	–
	–
	+
	–
	+
	+
	+

	
	+
	+
	+
	–
	+
	–
	–
	+
	+
	+

	
	+
	–
	–
	+
	+
	–
	–
	+
	+
	+

	
	+
	+
	–
	+
	–
	+
	–
	+
	+
	+

	
	+
	–
	+
	+
	–
	–
	+
	+
	+
	+

	
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+

	Звезд​ный
	+
	–(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2
	0
	0

	план
	+
	(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2
	0
	0

	
	+
	0
	–(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2
	0

	
	+
	0
	(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2
	0

	
	+
	0
	0
	–(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2

	
	+
	0
	0
	(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2

	Центр плана
	+
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Суммы 
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 так как 
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( 0 для всех строк плана. Для устранения асимметрии и нарушений ортогональности ЦКП Бокса необходимо провести преобразование квадратичных параметров и специальным образом выбрать величину плеча (.

Чтобы добиться соблюдения свойства симметричности следует перейти от xi2 к центрированным величинам xi* = xi2 – x2i ср (сумма центрированных величин равна нулю). Среднее значение x2i ср , как видно из табл. 5.3, для всех xi2 одинаково  и равно

	c = (N0+2(2)/N.
	(5.3)


Тогда исходную квадратичную модель (5.1) можно преобразовать

y' =b0 + b1x1+ … + b1xk + b12x1x2 + … + bk–1, k xk–1xk+
+b11(x12 – x21 ср + x21 ср) + … + bkk(xk2 – x2k ср + x2k ср) =

= d0 + b1x1+ … + b1xk + b12x1x2 + … + bk–1, k xk–1xk+ b11x1* + … + bkkxk*,

где d0 = b0 + b11 x21 ср + … + bk–1, k x2k ср = b0 + c(b11 + … + bk–1, k).
Исходная и преобразованная модели эквивалентны, кроме того, в них все коэффициенты, за исключением нулевого, совпадают.
После преобразования получим матрицу планирования, табл. 5.4.
Таблица 5.4

	План
	x0
	x1
	x2
	x3
	x1 x2
	x1 x3
	x2 x3
	x1*
	x2*
	x3*

	ПФЭ
	+
	–
	–
	–
	+
	+
	+
	1–с
	1–с
	1–с

	


	+
	+
	–
	–
	–
	–
	+
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	–
	+
	–
	–
	+
	–
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	+
	+
	–
	+
	–
	–
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	–
	–
	+
	+
	–
	–
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	+
	–
	+
	–
	+
	–
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	–
	+
	+
	–
	–
	+
	1–с
	1–с
	1–с

	
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	1–с
	1–с
	1–с

	Звездный
	+
	–(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2–с
	–с
	–с

	план
	+
	(
	0
	0
	0
	0
	0
	(2–с
	–с
	–с

	
	+
	0
	–(
	0
	0
	0
	0
	–с
	(2–с
	–с

	
	+
	0
	(
	0
	0
	0
	0
	–с
	(2–с
	–с

	
	+
	0
	0
	–(
	0
	0
	0
	–с
	–с
	(2–с

	
	+
	0
	0
	(
	0
	0
	0
	–с
	–с
	(2–с

	Центр плана
	+
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	–с
	–с
	–с


Нетрудно заметить, что в этой таблице суммы элементов по всем столбцам, за исключением столбца x0, равны нулю, т.е. в преобразованной таблице соблюдается свойство симметричности.

Но столбцы квадратичных членов не являются ортогональными при произвольных значениях (
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 к нулю, достигается специальным выбором величины (. Это значение величины ( находится из уравнения
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или

N0 – 2сN0 + N0 с2 – 4c(2 +4c2 + 2kс2 – 4c2 + c2 =
N0 – 2(N0 +2(2)с + c2 (N0 + 2k +1)= N0 – 2с2 N + c2N = 0.
Следовательно, с2N  = N0. Тогда с = (N0 /N)1/ 2.

Подставим найденное значение величины с в уравнение (5.3)

(N0 /N)1/ 2 = (N0 + 2(2 )/N.

Решив уравнение, найдем величину (, которая придает матрице планирования (в том числе табл. 5.4) свойство ортогональности

	( = {[(N N0)1/2 – N0]/2}1/ 2.
	(5.4)


Значения (, обеспечивающие ортогональность, например, для ядер 22, 23, 24, 25–1, составляют соответственно 1; 1,215; 1,414; 1,547.
Оценки коэффициентов регрессии определяются по модифицированной матрице независимых переменных, табл. 5.4:
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В приведенной формуле m=
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 и обозначает общее количество оцениваемых коэффициентов полинома, за исключением нулевого.
Оценка коэффициента 
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Оценки дисперсии коэффициентов
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 – оценка дисперсии среднего значения функции отклика в u-й точке плана.
Оценка дисперсии функции отклика
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 Оценки дисперсии коэффициентов являются различными, так как вычисляются по разным совокупностям точек плана.  Оценка дисперсии функции отклика зависит не только от расстояния до заданной точки от центра, но и от ее положения в пространстве, т. е. ортогональный план второго порядка не являются ротатабельным.
Проверка однородности дисперсии воспроизводимости, адекватности модели, значимости коэффициентов полинома в случае применения ортогональных ЦКП второго порядка осуществляется по рассмотренной выше схеме.
5.3. Ротатабельные центральные композиционные планы

В некоторых случаях ортогональное планирование второго порядка не отвечает потребностям практики – при описании поверхности отклика, особенно в окрестностях точки оптимума, более значимой является оценка дисперсии уравнения в целом, чем оценка дисперсии отдельных коэффициентов полинома. В этом случае обычно стремятся к равномерности распределения информации в уравнении функции отклика по всем направлениям. Такому положению отвечают ротатабельные планы. Кроме сказанного, подобные планы второго порядка позволяют минимизировать систематические ошибки, связанные с неадекватностью представления результатов полиномами второго порядка. Но построение ротатабельного плана второго порядка более сложно, чем ортогонального, а сама задача построения не имеет однозначного решения. Один из подходов к построению таких планов состоит в следующем [2].

Путем специального подбора звездного плеча ( ЦКП Бокса можно сделать ротатабельным, иначе говоря, ЦКП Бокса можно сделать или ортогональным или ротатабельным.

Точки ротатабельного ЦКП Бокса второго порядка располагают на концентрических гиперсферах, количество которых не менее двух. Первая гиперсфера может быть вырожденной, т. е. представлять собой центральную точку плана, ее радиус (1 = 0. Именно такая сфера часто используется на практике.
Вторая гиперсфера соответствует вписанному в нее кубу, выбранному в качестве ядра плана. Для ядра хi = 

 1, следовательно, радиус этой гиперсферы (2 = (х12 + х22 + … + хk2)1/2 = (k)1/2. Ядро представляет собой ПФЭ вида 2k или ДФЭ вида 2k – p , причем должно соблюдаться условие (k – p)/4 > 3/4. Следовательно, с учетом ограничений на ЦКП Бокса, если k ( 5, то в качестве ядра можно использовать полуреплику, если k ( 8, ядром может служить четверть реплика.

Третья гиперсфера имеет радиус (3 = 2 k / 4 для ядра в виде ПФЭ и радиус (3 = 2 (k - p) / 4 для ядра в виде ДФЭ.

Таким образом, каждый фактор в ротатабельном ЦКП Бокса варьируется на пяти уровнях. В некоторых случаях радиусы второй и третьей гиперсферы совпадают:

n = 2. (2 = 2 1/2, (3 = 2 2/4 = 21/2;

n = 8 и p = 2. (2 = 8 1/2 = 2 3/2, (3 = 2 (8 – 2)/4 = 23/2.

Пример 5.3.1. Построить матрицу ротатабельного ЦКП Бокса второго порядка для трех факторов.

Решение.

Ядром плана является ПФЭ вида 23 (радиус соответствующей гиперсферы (2 = 31/2 = 1,732). Звездные точки располагаются на гиперсфере с радиусом (3 = 23/4 = 1,682 и имеют координаты (

1,682; 0; 0), (0; 

1,682; 0), (0; 0; 

1,682). Матрица планирования включает три гиперсферы и соответствует табл. 5.3, в которой ( = 1,682. План содержит 15 точек и является ненасыщенным – количество оцениваемых коэффициентов 10.
В табл. 5.5 приведены минимально необходимые сведения для составления рассмотренного вида ротатабельных ЦКП.

Таблица 5.5
	Количество

факторов
	Число точек ПФЭ
	Число звездных точек
	Значение (

	2
	4
	4
	1,414

	3
	8
	6
	1,682

	4
	16
	8
	2,000

	5
	32
	10
	2,378

	5, полуреплика 
	16
	10
	2,000

	6
	64
	12
	2,828

	6, полуреплика
	32
	12
	2,378

	7
	128
	14
	3,364

	7, полуреплика
	64
	14
	2,828


Коэффициенты модели и их дисперсии рассчитываются по формулам [2]:
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Представленные формулы справедливы для ротатабельного планирования при любом количестве независимых переменных. Такое планирование не позволяет получить независимые оценки для всех коэффициентов модели, коррелированными оказываются коэффициенты ((0, (ii) и ((ii, (ij). Взаимную связь этих пар коэффициентов можно охарактеризовать ковариациями:
cov((0, (ii) = – 2(2(ỹ) (4 A/N ; 

cov((ii, (ij) = (2 (ỹ) (1–(4 )A/N.

Проверка однородности дисперсии воспроизводимости, адекватности модели и значимости коэффициентов модели производится по схеме, рассмотренной в разделе 4.

Если повторные наблюдения имеются только в центре плана, то 
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 будет несмещенной оценкой дисперсии ошибок наблюдения. При ненасыщенном планировании остаточная сумма SR2 =
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– величина, предсказанная уравнением модели, 
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– найденная экспериментально. Величина (R2 =SR / [N–(k+1)(k+2)/2] характеризует неадекватность модели и также является несмещенной оценкой дисперсии ошибок наблюдения.

На основании рассчитанных величин можно провести все необходимые проверки коэффициентов и модели в целом. 

Иногда интерес представляет информация о функции отклика в некоторой окрестности центра плана. В этом случае следует добиться одинаковой погрешности модели внутри гиперсферы единичного радиуса. План, обеспечивающий такое свойство функции отклика, называется униформ-ротатабельным. Для его формирования достаточно обеспечить равенство дисперсии в центре плана ((0 = 0) и на поверхности гиперсферы радиуса (2 = 1. Этого добиваются подбором числа наблюдений n0 в центре плана, а именно, параметр λ4 следует взять равным положительному корню квадратного уравнения

2λ4 (λ4 – 1)(k + 2) + λ4 (k + 1) – (k – 1) = 0.

Рассмотренное композиционное планирование представляет собой один из возможных подходов к построению ротатабельных планов второго порядка.
5.4. Композиционные планы типа Вn
Планы типа Вn представляют собой симметричные планы второго порядка с ядром в виде ПФЭ 2k или ДФЭ 2k–p, дополненные 2k звездными точками с плечом ( =1 и опытами в центре плана. Иначе говоря, эти планы состоят из 2k (2k–p) вершин k-мерного гиперкуба с координатами (1, из 2k центров (n–1)-мерных граней и некоторого числа опытов в центре гиперкуба. Количество точек плана с ядром из ПФЭ составляет N = 2k + 2k +1, для ДФЭ N = 2k–p + 2k +1. В каждой точке проводится равное число опытов. Планы этого типа имеют минимально количество уровней варьирования факторов, равное трем, что позволяет более точно выдерживать режимы работы изделий при натурных испытаниях по сравнению с планами, в которых требуется большее число уровней изменения управляемых переменных. Планы типа Вn близки к D- и G-оптимальным планам.

Обычно результаты опытов в нулевой точке служат для проверки гипотезы об адекватности модели экспериментальным данным. Если оценку параметров выполнять по результатам опытов в звездных точках и точках ядра, то [2]
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где N1 – число точек ядра плана; 
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– среднее значение отклика в u-й точке, полученное по r опытам. Если некоторые коэффициенты незначимы, то остальные уточняются по специальным формулам.

5.5. Каталоги оптимальных планов
Построение оптимальных планов для произвольных функций отклика представляет сложную задачу. В интересах облегчения решения такой задачи для некоторых типовых функций отклика составлены каталоги оптимальных планов [5, 9]. Рассмотрим некоторые из них для случаев, когда многомерное пространство допустимых значений факторов представляет собой куб или шар. Соответственно допустимые области значений факторов должны удовлетворять условиям:

для куба –1( хi ( 1, i= 1, 2, …, k;
для шара х12 + х22 + … + хk2 ( 1.

1. Функция отклика представляет собой полином порядка q одного фактора (k = 1)

y ' = (0 + (1 x + (2 x2 + … + (q  x q , q = 1, 2, … .

Примеры А-оптимальных планов представлены в табл. 5.6, D-оптимальных планов – в табл. 5.7. Соблюдение свойства оптимальности планов требует выполнения определенных соотношений по количеству реализаций в каждой точке плана. Это соотношение задается значением веса wj. Например, значение веса, равное 0,152, означает, что в соответствующей точке плана в ходе исследования следует провести 0,152-ю часть всех опытов. Для A-оптимальных планов веса точек различны, для D-оптимальных планов веса всех точек одинаковы.
Таблица 5.6

	Степень полинома, q
	Значения фактора х / вес точки плана w

	
	x (1) / w1
	x (2) / w2
	x (3) / w3
	x (4) / w4
	x (5) / w5

	2
	–1,0 / 0,25
	0,0 / 0,5
	1,0 / 0,25
	–
	–

	3
	–1,0 / 0,152
	–0,468 / 0,348
	0,468 / 0,348
	1,0 / 0,152
	–

	4
	–1,0 / 0,107
	–0,683 / 0,25
	0,0 / 0,286
	0,683 / 0,25
	1,0 / 0,107


Таблица 5.7

	Степень полинома, q
	Значения фактора х

	
	x (1)
	x (2)
	x (3)
	x (4)
	x (5)

	2
	–1,0
	0,0
	1,0
	–
	–

	3
	–1,0
	–0,447
	0,447
	1,0
	–

	4
	–1,0
	–0,655
	0,0
	0,655
	1,0


2. Выше были рассмотрены композиционные планы для оценки коэффициентов полной квадратичной функции (5.1) от k факторов. Кроме них существуют оптимальные планы на кубе, которые предусматривают выбор множеств точек с целочисленными координатами:

точка в центре куба (множество М0). Все координаты равны нулю;

множество точек Мk, соответствующих вершинам куба. Все координаты равны (1. Количество точек 2k;

множество Мk – 1 середин ребер (все координаты равны (1, за исключением одной нулевой координаты). Количество точек k2 k– 1;

множество центров граней размерности k – l (l координат равно нулю). Количество точек равно Сkk – l2k – l,  l = 2, 3, …, k – 1.

В табл. 5.8 приведены веса множества Мj,  j = 0, 1, 2, …, k для различного количества факторов. Для получения веса конкретной точки плана следует вес соответствующего множества разделить на количество точек в множестве. Как видно из табл. 5.8, каждый фактор варьируется на трех уровнях, и не все сочетания множеств допустимы для конкретного плана.
Таблица 5.8

	Критерий оптимальности плана
	Количество переменных,  k
	Множество точек плана

	
	
	М0
	М1
	М2
	М3
	М4
	М5
	М6

	D
	2
	0,0962
	0,3206
	0,5832
	-
	-
	-
	-

	
	3
	0,0655
	-
	0,4242
	0,5103
	-
	-
	-

	
	4
	0,0474
	-
	-
	0,5021
	0,4506
	-
	-

	
	5
	0,0368
	-
	-
	-
	0,5622
	0,4021
	-

	
	6
	0,0216
	-
	-
	-
	-
	0,6097
	0,3297

	A
	2
	0,376
	0,391
	0,233
	-
	-
	-
	-

	
	3
	0,425
	-
	0,569
	0,060
	-
	-
	-

	
	4
	0,370
	-
	0,552
	-
	0,078
	-
	-

	
	5
	0,427
	-
	0,573
	-
	-
	-
	-

	
	6
	0,404
	-
	-
	0,556
	-
	0,040
	-


Пример 5.5.1. Составить D-оптимальный план для k = 3.

Решение.
План представлен в табл. 5.9. План включает: точку с нулевыми координатами; двенадцать точек, соответствующих центрам ребер трехмерного куба; восемь точек, соответствующих вершинам куба. Этот план не включает точки, соответствующие центрам граней трехмерного куба.

Таблица 5.9

	№ пп
	х1
	х2
	х3
	Характеристика множества

	1
	0
	0
	0
	Множество М0. Вес точки wj  = 0,0655

	2
	+ 1
	+ 1
	0
	Множество М2.

 Суммарный вес точек множества 0,4242.

 Количество точек 2(k((k – 1).

 Вес одной точки

wj = 0,4242 / 12 = 0,0353

	3
	– 1 
	+ 1
	0
	

	4
	+ 1
	– 1
	0
	

	5
	– 1 
	– 1
	0
	

	6
	+ 1
	0
	+ 1
	

	7
	– 1 
	0
	+ 1
	

	8
	+ 1
	0
	– 1
	

	9
	– 1 
	0
	– 1
	

	10
	0
	+ 1
	+ 1
	

	11
	0
	– 1 
	+ 1
	

	12
	0
	+ 1
	– 1
	

	13
	0
	– 1 
	– 1
	

	14
	+ 1
	+ 1
	+ 1
	Множество М3.

 Суммарный вес точек множества 0,5103.

 Количество точек 2(k = 8.

 Вес одной точки

wj = 0,5103/ 8 = 0,0638

	15
	– 1 
	+ 1
	+ 1
	

	16
	+ 1
	– 1 
	+ 1
	

	17
	– 1 
	– 1 
	+ 1
	

	18
	+ 1
	+ 1
	– 1 
	

	19
	– 1 
	+ 1
	– 1 
	

	20
	+ 1
	– 1 
	– 1 
	

	21
	– 1 
	– 1 
	– 1 
	


3. Оптимальные планы на шаре единичного радиуса для построения полных квадратичных моделей включают следующие множества точек:
точку в центре шара (множество М0). Все координаты равны нулю;

множество точек с координатами ((1, 0, …, 0), …., (0, 0, …, (1). Это множество М1 содержит 2k точек;

множество М2 точек, соответствующих вершинам вписанного в шар многомерного куба. Координаты вершин куба принимают значения (k1/2. Количество вершин куба равно 2k.

В табл. 5.10 приведены веса множества Мj,  j = 0, 1, 2 для различного количества факторов k. Расчет веса конкретной точки плана производится делением веса соответствующего множества на количество точек в множестве. Как видно из табл. 5.10, каждый фактор варьируется на пяти уровнях.

Таблица 5.10

	Критерий оптимальности
	Количество факторов, k
	Множество точек

	
	
	М0
	М1
	М2

	A
	2
	0,2918
	0,2932
	0,4148

	
	3
	0,1924
	0,2586
	0,5488

	
	4
	0,1377
	0,2256
	0,6368

	
	5
	0,1044
	0,2000
	0,6976

	
	6
	0,0825
	0,1750
	0,7425

	D
	2
	0,1667
	0,4167
	0,4167

	
	3
	0,1000
	0,3600
	0,5400

	
	4
	0,0667
	0,3111
	0,6222

	
	5
	0,0476
	0,2721
	0,6803

	
	6
	0,0357
	0,2411
	0,7232


Пример 5.5.2. Составить D-оптимальный план на шаре для k = 3.

Решение.

D-оптимальный план имеет матрицу планирования для основных переменных, представленную в табл. 5.11. Количество точек плана равно 15, каждый фактор варьируется на пяти уровнях.

По своим параметрам представленный план во многом аналогичен центральному композиционному плану Бокса. Отличие заключается в величине радиуса гиперсферы – он равен единице (в ЦКП Бокса радиусы превышают единичное значение).

План на шаре более экономичен по сравнению с планом на кубе по количеству точек (аналогичный план на кубе содержит 21 точку), но вместо трех уровней варьирования фактора предполагает пять уровней.

Таблица 5.11

	№

пп
	Фактор
	Вес точки плана
	Примечание

	
	х1
	х2
	х3
	
	

	1
	0
	0
	0
	0,1000
	Множество М0

	2
	1
	0
	0
	0,0600
	Множество М1. Суммарный вес 0,3600. Количество точек 6.

	3
	– 1
	0
	0
	0,0600
	

	4
	0
	1
	0
	0,0600
	

	5
	0
	– 1
	0
	0,0600
	

	6
	0
	0
	1
	0,0600
	

	7
	0
	0
	– 1
	0,0600
	

	8
	3 – 1/2
	3 – 1/2
	3 – 1/2
	0,0675
	Множество М2. Суммарный вес 0,5400. Количество точек 8.

	9
	– 3 – 1/2 
	3 – 1/2
	3 – 1/2
	0,0675
	

	10
	3 – 1/2
	–3 – 1/2
	3 – 1/2
	0,0675
	

	11
	– 3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	3 – 1/2
	0,0675
	

	12
	3 – 1/2
	3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	0,0675
	

	13
	– 3 – 1/2
	3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	0,0675
	

	14
	3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	0,0675
	

	15
	– 3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	– 3 – 1/2
	0,0675
	


6. ПЛАНЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ВЛИЯНИЯ ФАКТОРОВ

6.1. Планы на латинских квадратах
При составлении планов поиска оптимальных значений функции и описания поверхности отклика предполагалось, что факторы представляют собой непрерывные величины. Однако некоторые параметры систем носят дискретный характер и принимают только относительно небольшое количество значений, например, емкость запоминающих устройств, тактовая частота системной шины персонального компьютера. Другие факторы по своей природе имеют не количественную, а качественную природу, в частности, однотипные изделия выпускаются целым рядом изготовителей. Этим изделиям можно приписать некоторые обозначения в номинативной шкале измерений.

Таким образом, существует параметры (характеристики), принимающие ограниченное количество значений, задаваемых в количественной или качественной шкале измерений. Необходимо в условиях воздействия других факторов оценить влияние таких параметров на показатель качества системы или определить их значимость. Полный перебор возможных сочетаний параметров системы потребует чрезмерно большого количества опытов. С целью рационального сокращения экспериментальных исследований применяют специальный вид планов – планы на латинских квадратах.
Латинский квадрат характеризуется особым расположением некоторого числа символов в ячейках, сгруппированных в строки и столбцы так, что каждый символ встречается один раз в каждой строке и в каждом столбце. Пример латинского квадрата, размером n×n, для n = 3 представлен в табл. 6.1.

Таблица 6.1

	a
	b
	c

	b
	c
	a

	c
	a
	b


Для любого n > 2 существует множество вариантов построения латинских квадратов. Количество вариантов латинских квадратов с ростом n быстро увеличивается и определяется формулой
N(n, n) = n!( n – 1)!L(n).
Некоторые значения L(n) представлены в табл. 6.2.

Таблица 6.2

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	L(n)
	1
	1
	1
	4
	56
	9048


Латинскому квадрату можно сопоставить план эксперимента, в котором строки соответствуют различным значениям одного фактора, столбцы – значениям другого, а латинские буквы – значениям третьего фактора, т.е. латинский квадрат позволяет исследовать влияние не более чем трех факторов, причем все факторы варьируются на одинаковом количестве уровней. Можно ослабить это требование путем приравнивания какого-либо уровня другому. Пример представления плана на латинском квадрате для факторов L, P, Z, каждый из которых варьируется на четырех уровнях (n = 4), приведен в табл. 6.3.

Таблица 6.3

	
	P1
	P2
	P3
	P4

	L1
	Z1
	Z3
	Z4
	Z2

	L2
	Z2
	Z1
	Z3
	Z4

	L3
	Z3
	Z4
	Z2
	Z1

	L4
	Z4
	Z2
	Z1
	Z3


Применение плана, построенного на основе латинского квадрата, позволяет оценить дифференциальный (разностный) эффект пар уровней, но не дает информации о взаимодействии между факторами (иначе говоря, факторы не зависят друг от друга). Так, сумма результатов экспериментов, соответствующих столбцу j, будет оценивать эффект Pj, усредненный по всем L и Z. Тогда дифференциальный эффект увеличения значения фактора P от уровня 1 до уровня 2, усредненный по всем L и Z, можно оценить по разности между суммой значений функции отклика столбца 2 и столбца 1. Порядок перечисления уровней факторов роли не играет.

В частности, рассмотренный план позволяет оценить влияние размера видеопамяти графического адаптера (P) на скорость вывода видеоизображений при различном быстродействии (L) процессора компьютера и разном разрешении дисплея (Z). Применительно к рассмотренному примеру для трех факторов при четырех уровнях варьирования ПФЭ требует 43 = 64 опытов, а с применением латинского квадрата – только 16. Экономия достигается за счет потери информации о взаимодействии факторов.
Приведенный пример является одним из возможных расположений уровней факторов, позволяющих получить несмещенные оценки главных эффектов. Различные латинские квадраты одного размера можно накладывать друг на друга, образуя греко-латинские квадраты. Например, два латинских квадрата 3(3 можно преобразовать в греко-латинский квадрат
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Здесь латинские буквы образуют один латинский квадрат, а греческие буквы – другой латинский квадрат. Каждая латинская буква встречается в паре с конкретной греческой буквой только один раз. С помощью этого греко-латинского квадрата можно оценить главные эффекты четырех 3-х уровневых факторов (фактора строк, фактора столбцов, римских и греческих букв) проведя только 9 опытов.

Если наложить друг на друга три различных варианта латинских квадратов, то получится план гипер-греко-латинского квадрата. С его помощью можно оценить главные эффекты пяти факторов (фактора строк, столбцов и трех расположений квадратов). В частности, для пяти трехуровневых факторов потребуется провести только 9 опытов вместо 243 опытов при переборе всех возможных сочетаний факторов.
Итак, планы латинских (греко-латинских) квадратов используются в тех случаях, когда требуется оценить влияние факторов, варьируемых более чем на двух уровнях и заранее известно, что между факторами нет взаимодействий или этим взаимодействиями можно пренебречь. Имеются таблицы латинских и греко-латинских квадратов различных размеров, за исключением одного случая – не существует греко-латинского квадрата для 6 уровней факторов.
6.2. Оценка значимости фактора
Когда основным источником погрешности являются случайные ошибки измерений, то в точках плана обычно проводятся однократные опыты. В такой ситуации ошибки различных опытов считают взаимно независимыми случайными величинами, распределенными по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и одинаковой, хотя и неизвестной, дисперсией. Следовательно, функция отклика в различных точках плана также распределена нормально. Ее математические ожидания неизвестны и могут быть различными. Оценка влияния фактора в этих условиях проводится на основе применения метода дисперсионного анализа, суть которого заключается в определении значимости различий между средними значениями функции отклика для разных значений исследуемого фактора [3, 7]. Такое сравнение производится не путем непосредственного сравнения средних значений, а путем сопоставления факторной дисперсии функции отклика и остаточной дисперсии, вызванной случайными причинами. Если дисперсия функции отклика, порожденная воздействием различных значений фактора, значимо превышает остаточную дисперсию, то фактор оказывает существенное влияние на функцию отклика. А это значит, что и средние значения функции отклика на разных уровнях фактора различаются существенно.

Итак, исходными данными являются:

план на латинском (греко-латинском, гипер-греко-латинском) квадрате с количеством уровней изменения факторов, равном n. Пусть уровни анализируемого фактора Р соответствую столбцам квадрата;

матрица значений функции отклика Y = |ykj| размерностью n×n;

уровень значимости для проверки статистической гипотезы (.

Дисперсионный анализ включает следующие шаги.

1. Вычисление среднего значения функции отклика по всем опытам и среднего значения по различным уровням фактора Р
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2. Оценка факторной дисперсии
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3. Оценка остаточной дисперсии
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4. Оценка значимости фактора Р производится на основе метода проверки статистических гипотез. Нулевая гипотеза Н0 соответствует равенству средних значений функции отклика при различных значениях фактора. В этом случае факторная и остаточная дисперсия являются несмещенными оценками неизвестной генеральной дисперсии функции отклика и поэтому не должны существенно различаться. Очевидно, если оценка факторной дисперсии не превышает оценку остаточной дисперсии, то справедлива гипотеза Н0. Альтернативная гипотеза Н1 соответствует утверждению, что факторная дисперсия существенно больше остаточной дисперсии, следовательно, средние значения также значимо различаются. Проверка осуществляется на основе критерия Фишера F = μ2, ф / μ2, ост. Критическое значение  критерия Fкр = F((; n – 1; n2 – n) находят стандартным образом, здесь n – 1 соответствует количеству степеней свободы факторной дисперсии, а n2 – n – количеству степеней свободы остаточной дисперсии. Если выполняется условие F > Fкр, то фактор Р существенно влияет на функцию отклика, иначе – влияние фактора не существенно.

Критерий Фишера применим только при сравнении дисперсий нормально распределенных величин. Если такой уверенности нет, то к полученному выводу следует относиться осторожно.

В случае проведения повторных опытов в точках плана распределение средних значений функции отклика будет приближаться к нормальному с увеличением количеств опытов. И применение критерия Фишера будет достаточно обосновано.
 6.3. Оценка дифференциального эффекта уровней фактора
Дифференциальный эффект уровней позволяет оценить изменение среднего значения функции отклика системы при переходе фактора с уровня j на уровень i. При этом следует учитывать, что на это изменение оказывает воздействие и случайные причины, а не только анализируемый фактор. Как и в дисперсионном анализе, здесь возможны различные варианты решения задачи в зависимости от наличия априорной информации и повторных опытов в точках плана. Рассмотрим два типовых варианта обработки данных [3].

В первом варианте рассматривается следующая ситуация:

результаты измерений в различных точках независимы, повторные опыты отсутствуют;

предполагается нормальное распределение значений функции отклика в различных точках плана, дисперсии распределения неизвестны, но одинаковы (случайность значений обусловлена ошибками измерений).

Данный вариант соответствует сравнению двух средних значений  нормально распределенных генеральных совокупностей, дисперсии которых неизвестны, но предположительно одинаковы. Сравнение предполагает выполнение следующих шагов.

1. Вычисление средних значений функции отклика для двух сравниваемых значений факторов (уровни факторов соответствуют столбцам j и i латинского квадрата)
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2. Вычисление оценок дисперсии функции отклика для выбранных уровней факторов
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3. Прежде сравнения средних следует проверить однородность оценок дисперсии по критерию Фишера. Дисперсии расставляются так, чтобы значение критерия было больше единицы, например при μ2(j) > μ2(i) критерий  F = μ2(j) / μ2(i). Если однородность нарушена, то проводить сравнение средних неправомочно, следует устранить выявленное нарушение или отказаться отданного варианта проверки.

4. Если неоднородность дисперсий не обнаружена, то можно установить значимо или незначимо различаются средние значения функции отклика для двух значений факторов, используя критерий Стьюдента. Гипотеза Н0 соответствует утверждению yф(j) = yф(i). В качестве критерия проверки нулевой гипотезы выступает положительное значение случайной величины

T = [yф(j) – yф(i)] / [μ2(j)/n + μ2(i)/n]0,5.

Здесь μ2(j)/n и μ2(i)/n дисперсии среднего значения случайной величины, которые, как известно, в n раз меньше дисперсии этой величины. Критерий Т является случайной величиной, которая при справедливости гипотезы Н0 имеет распределение Стьюдента с 2n – 2 степенями свободы.
Критическая область зависит от вида альтернативной гипотезы Н1. Если Н1 соответствует yф(j) ≠ yф(i), то критическая область является двусторонней. Критическое значение tкр находится стандартным образом по заданной величине уровня значимости ( и количеству степеней свободы. При T > tкр нулевая гипотеза отвергается, следовательно, фактор оказывает существенное влияние на функцию отклика.

Если Н1 соответствует yф(j) > yф(i) или yф(i) > yф(j), то критическая область будет правосторонней. В остальном проверка аналогична предыдущему случаю.
Во втором варианте рассматривается следующая ситуация:

в точках плана проведены повторные опыты. Количество опытов в разных точках плана может различаться. Пусть m – количество всех опытов при значении фактора Pj, q – при значении фактора Pi. Причем  m > 30 и q > 30;
результаты измерений функции отклика в различных опытах независимы.

В такой ситуации выборочные средние функции отклика распределены приближенно нормально, а оценки дисперсии являются достаточно хорошими приближениями к генеральным дисперсиям.

Порядок проверки гипотезы о значимости влияния фактора на уровнях j и i следующий.

Вычисляются средние значения функции отклика yф(j) и yф(i)  по всем опытам при значениях фактора Рj и Рi. Затем рассчитываются оценки дисперсии функции отклика μ2(j) и μ2(j) для двух значений фактора.

Гипотезе Н0 соответствует утверждение yф(j) = yф(i). Поэтому в качестве критерия можно взять величину 

u = | yф(j) – yф(i)| / {Dф(j) /m + Dф(j) / q}0,5,
которая в случае справедливости нулевой гипотезы распределена приближенно нормально с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией (величина u является центрированной и нормированной). Проверка гипотез осуществляется аналогично случаям, рассмотренным выше, только вместо  распределения Стьюдента применяется распределение стандартизованной нормальной величины.
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