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Введение.
Результаты эксперимента в химии и химической промышленности были и остаются главным критерием при решении практических задач и при проверке теоретических гипотез. Изучение сложных технологических процессов сопряжено с трудоемким и длительным экспериментом. Для увеличения эффективности научных исследований, сокращения сроков разработки новых технологических процессов необходима оптимизация экспериментальных исследований на всех стадиях разработки, исследования, внедрения и эксплуатации химико-технологических процессов.
В настоящее время мощным средством повышения эффективности научных исследований при решении задач расчета, анализа, оптимизации и прогнозирования химико-технологических процессов стал метод математического моделирования. При наличии полной информации о механизме процесса (термодинамике, кинетике, гидродинамики) составляют детерминированную математическую модель, представляющая собой систему дифференциальных уравнений обыкновенных или в частных производных. Для определения неизвестных констант, входящих в систему дифференциальных уравнений и проверки адекватности математической модели процесса, проводится эксперимент.
В качестве выходных величин рассматривают любой технологический или экономический показатель процесса. Используя при обработке опытных данных принципы прогрессивного и корреляционного анализа, удается найти зависимость между переменными и определить условия оптимума.
Математической моделью служит функция отклика, связывающая параметр оптимизации, характеризующий результаты эксперимента, с переменными параметрами, которыми варьируют при проведении опытов.
Любые контролируемые параметры технологических процессов (температура, давление, расход, реагентов и др.) изменяются во времени случайным образом и следовательно, являются случайными. За время наблюдений случайный процесс принимает тот или иной конкретный вид, заранее неизвестный, называемый реализацией случайного процесса. Случайный процесс можно рассматривать как систему, состоящую из бесконечного множества величин.
Различают стационарные и нестационарные случайные процессы. Стационарные случайные процессы протекают во времени приблизительно однородно и имеют вид случайных колебании вокруг некоторого среднего значения, причем средняя амплитуда, ни характер этих колебаний не обнаруживают существенных изменений с течением времени. Нестационарные случайные процессы имеют определенную тенденцию развития во времени, характеристики такого процесса зависят от начала отсчета.
1. Задача дисперсионного анализа.
В любом эксперименте среднее значение наблюдаемых величин меняются с изменением основных факторов (качественных и количественных), определяющих условия опыта, а также и случайных факторов. Исследование влияние тех или иных факторов на изменчивость средних является задачей дисперсионного анализа.
Дисперсионный анализ использует свойство аддитивности дисперсии изучаемой случайной величины, обусловленной действием независимых факторов. Р.А. Фишер в 1938 г. впервые определил дисперсионный анализ как «отделение дисперсии, приписываемой одной группе причин от дисперсии, приписываемой другими группами». В зависимости от числа источников дисперсии различают однофакторный  и многофакторный дисперсионный анализ.
Дисперсионный анализ особенно эффективен при изучении нескольких факторов. При классическом методе исследования варьируют только один фактор, а остальные оставляют постоянными. при этом для каждого фактора проводится серия наблюдений, не используемая при изучении других факторов. Кроме того, при таком методе исследования не удается определить взаимодействие факторов при одновременном их изменении. При дисперсионном анализе каждое наблюдение служит для одновременной оценки всех факторов и их взаимодействий.
Дисперсионный анализ состоит в выделении и оценке отдельных факторов, вызывающих изменчивость изучаемой случайной величины. Для этого производится разложение суммарной выборочной дисперсии на составляющие, обусловленные независимыми факторами. Каждая из этих составляющих представляет собой оценку дисперсии генеральной совокупности. Чтобы решить, значимо ли влияние данного фактора, необходимо оценить значимость соответствующей выборочной дисперсии в сравнении с дисперсией воспроизводимости, обусловленной случайными факторами. Проверка значимости оценок дисперсий проводится по критерию Фишера. Если рассчитанное значение критерия Фишера окажется меньше табличного, то влияние рассматриваемого фактора нет оснований считать значимым. Если же рассчитанное значение критерия Фишера окажется больше табличного, то рассматриваемый фактор влияет на изменчивость средних. В дальнейшем будем полагать, что выполняются следующие допущения:
- случайные ошибки наблюдений имеют нормальное распределение;
- факторы влияют только на изменение средних значений, а дисперсия наблюдений остается постоянной;
- эксперименты равноточны.
Требование нормального распределения определяет выбор основных факторов при исследовании процесса методом дисперсионного анализа. Если нужно получить нормальное распределение выходной величины, к случайным желательно относится только те факторы, влияние которых на выходную величину очень мало. Исключение можно делать лишь для тех факторов, которые сами по себе (из каких-либо других соображений) дают нормальное распределение результатов.
Факторы рассматриваемые в дисперсионном анализе, бывают двух родов:
- со случайными уровнями;
- с фиксированными.
В первом случае предполагается, что выбор уровней производится из бесконечной совокупности возможных уровней и сопровождаются рандомизацией. При этом результаты эксперимента имеют большее значение, поскольку выводы по эксперименту можно распространить на всю генеральную совокупность. Если все уровни выбираются случайным образом, математическая модель эксперимента называется моделью со случайными уровнями факторов (случайная модель). Когда все уровни фиксированы, модель называется моделью с фиксированными уровнями. Когда часть факторов рассматривается на фиксированных уровнях, а уровни остальных выбираются случайным образом, модель называется моделью смешанного типа. Иногда отсутствие различие в критериях, применяемых для разных моделей, и единственное различие состоит в общности выводов, в других случаях существует различие в критериях.
Дисперсионный анализ может применяться в различных формах в зависимости от структуры исследуемого процесса; выбор соответствующей формы является обычно одной из главных трудностей в практическом применении анализа.
2. Однофакторный дисперсионный анализ.
Рассмотрим действие единичного фактора А (количественного или качественного), который принимает k различных значений (уровней фактора). На i-м уровне производится ni наблюдений, результаты которых можно записать следующим образом:

Будем предполагать, что результат любого наблюдения можно представить в виде модели:
                                              (1.1)
где,
μ – суммарный эффект во всех опытах;
 - эффект фактора на i-м уровне (i=1,2…,k);
εij – ошибка измерения на i-м уровне. Предположим также, что наблюдения на фиксированном уровне фактора нормально распределены относительно среднего значения μ+ с общей дисперсией . Общее число опытов равно N:
                                       (1.2)
проверяется нулевая гипотеза равенства средних значений на различных уровнях А:

Наиболее простые расчеты получаются при равном числе опытов на каждом уровне фактора А: n1=n2=…=nk=n.
При этом общее число наблюдений N равно kn. Обозначим через , среднее значение наблюдений на i-м уровне.
                                                  (1.3)  
а общее среднее значение для всей выборки из N наблюдений: 
                                  (1.4)
Для проведения дисперсионного анализа необходимо общую выборочную дисперсию s2.
                  (1.5)
разложить на составляющие, которые характеризовали бы вклад, фактора А и фактор случайности при этом легко оценить благодаря наличию повторных опытов на каждом уровне. Определить выборочную дисперсию на каждом уровне:

i=1,2,…,k.                                             (1.6)
Если нет уверенности в равноточности экспериментов, однородность дисперсий s12, s22,…, sk2, можно проверить по критерию Кохнера.
Если между дисперсиями нет значимых различий, для оценки генеральной дисперсии σ2, характеризующнй фактор случайности. используют выборочную дисперсию s2общ:
        (1.7)
Число степеней свободы дисперсии s2общ равно k(n-1)=N-k. Приближенную оценку для дисперсии фактора А можно получить следующим образом:
                                                 (1.8)
Более точную оценку для  можно получить, рассматривая отклонение средних  на отдельных уровнях от общего среднего всей выборки . Действительно,
                    (1.9)
Отсюда
                                       (1.10)
Дисперсия фактора А для модели с фиксированными уровнями  не связана ни с какой случайной, это условное название для математического ожидания среднего квадрата отклонений, обусловленного влиянием фактора А. Такое обозначение удобно, так как определяет рассеяние, вызванное влиянием фактора А аналогично показателю влияния случайного фактора. что позволяет непосредственно сравнивать фактор А с эффектом случайности. Введем также следующее обозначение:
                         (1.11)
Эта дисперсия имеет k-1степеней свободы. Если дисперсия  значимо отличается от , нулевая гипотеза m1=m2=…=mk=m отвергается, влияние фактора А считается существенным. Проверяется нулевая гипотеза по критерию Фишера. Так как альтернативой  является равенство , для проверки гипотезы применяется односторонний критерий Фишера. Влияние фактора А считается значимым:
                                                 (1.12)


Дисперсионный анализ можно провести по следующему алгоритму: 1. итоги по столбцам
                                             (1.13)
2. сумму квадратов всех наблюдений
                                         (1.14)
3. сумму квадратов по столбцам, деленную на число наблюдений в столбце,
                                               (1.15)
4. квадрат общего итога, деленный на число всех наблюдений (корректирующей член),
                                        (1.16)
5. сумму квадратов для столбца
                                          (1.17)
6. - общую сумму квадратов, равную разнице между суммой квадратов всех наблюдений и корректирующим членом,
                                     (1.18)
7.  - остаточную сумму квадратов для оценки ошибки эксперимента
                                     (1.19)
8. дисперсию 
                                                    (1.20)
9. дисперсию 
                                             (1.21)
Результаты расчета представляются в виде таблицы дисперсионного анализа:
Таблицы №1.
Однофакторный дисперсионный анализ (с равным числом повторений опытов)

	Источник
дисперсии
	Число степеней свободы
	Сумма 
квадратов
	Средний 
квадрат
	Математическое ожидание среднего квадрата

	А
	k-1
	
	
	

	Остаток
	k(n-1)
	
	
	

	Общая сумма
	kn-1
	
	
	-



Если отношение , то влияние фактора А следует считать незначимым. При этом общая дисперсия s2 связана только с фактором случайности и может служить оценкой для дисперсии воспроизводимости. Такая оценка лучше, чем, так как имеет большее число степеней свободы, равное kn-1. при интерпретации результатов дисперсионного анализа необходимо иметь в виду, что очень низкое значение дисперсионного отношения может быть связано с тем, что влияние какого-то важного неконтролируемого в ходе эксперимента фактора не было рандомизированно. Это может увеличить дисперсию внутри уровней, а дисперсию между уровнями оставить неизменной, что уменьшает дисперсионное отношение.
Если же справедливо неравенство (1.12), различие между дисперсиями  и  значимо и, следовательно значимо влияние фактора А. Определим оценку фактора А из (1.11):
                                               (1.22)
При этом нулевая гипотеза m1=m2=…=mk=m отвергается, и различие между средними m1, m2,…,mk следует считать значимым. Для выяснения вопроса, какие именно средние различны, применяются критерии Стьюдента, Фишера или ранговый критерий Дункана.
При интерпретации результатов дисперсионного анализа для модели со случайными уровнями обычно интересуются не проверкой гипотез относительно средних, а оценкой компонент дисперсий. В отличие от модели с фиксированными уровнями выводы по случайной модели распространяются на всю генеральную совокупность уровней.
Рассмотрим схему вычислений для разного числа параллельных наблюдений. Пусть на уровне ai проведено ni параллельных наблюдений. Общее число всех наблюдений равно
 
Определим: 1. итоги по столбцам
                                     (1.23)
2. суммы квадратов наблюдений
                                            (1.24)
3. сумма квадратов итогов по столбцам, деленных на число наблюдений в соответствующем столбце
                                                (1.25)
4. общего итога, деленный на число наблюдений
                                      (1.26)
Дальнейшие расчеты проводятся по формулам (1.17) – (1.21). Если дисперсии  и  значимо отличаются друг от друга, дисперсию фактора А вычисляют по формуле:
                            (1.27)
3. Двухфакторный дисперсионный анализ.
Изучается влияние процессов одновременно факторов А и В. Фактор А исследуется на уровнях a1, а2,…, аk, фактор В – на уровнях b1,b2,…,bm. Допустим, что при каждом сочетании факторов А и В проводятся n параллельных наблюдений (таблица №2)
Таблицы №2.
Данные для двухфакторного дисперсионного анализа с повторениями.
	
В
	А
	
Итого

	
	а1
	а2
	…
	аj
	…
	ak
	

	b1
	y111, y112,…, y11n
	y211, y212,…, y21n
	
…
	yi11, yi12,…, yi1n
	
…
	yk11, yk12,…, yk1n
	B1

	b2
	y121, y122,…, y12n
	y221, y222,…, y22n
	
…
	yi21, yi22,…, yi2n
	
…
	yk21, yk22,…, yk2n
	B2

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	bj
	y1j1, y1j2,…, y1nj
	y2j1, y2j2,…, y2jn
	…
	yij1, yij2,…, yijn
	…
	ykj1, ykj2,…, ykjn
	Bj

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	bm
	y1m1, y1m2,…, y1mn
	y2m1, y2m2,…,
y2mn
	…
	yim1, yim2,…, yimn
	…
	ykm1, ykm2,…, ykmn
	Bm

	Итоги
	A1
	A2
	…
	Ai
	…
	Ak
	



Общее число наблюдений равно N=nkm. Результат наблюдения можно представить в виде следующей модели:
                                   (1.28)
где,
μ – общее среднее;
αi – эффект фактора А на i-м уровне, i=1,2,…,k;
βj – эффект фактора В на j-м уровне j=1,2,…, m;
αiβi – эффект взаимодействия факторов.
Эффект взаимодействия представляет собой отклонение среднего по наблюдениям в ij-й серии от суммы первых трех членов в модели (11.28), а (q=1,2,…,n) учитывается вариацию внутри серии наблюдений (ошибка воспроизводимости). Будем полагать, как и прежде, что распределена нармально с нулевым математическим ожиданием и дисперсией . Если предложить, что между факторами нет взаимодействия, то можно принять линейную модель:
                                        (1.29)
Эта модель обычно применяется при отсутствии параллельных наблюдений:
Таблицы №3.
Данные для двухфакторного дисперсионного анализа без повторениями.
	
В
	А
	
Итоги

	
	а1
	а2
	…
	аk
	

	b1
	y11
	y21
	…
	yk1
	В1

	b2
	y12
	y22
	…
	yk2
	В2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	bm
	y1m
	y2m
	…
	ykm
	Вm

	Итоги
	A1
	A2
	…
	Ak
	



Рассмотрим вначале линейную модель. Через   обозначим среднее, соответственно по столбцам и по строкам:
                                                     (1.30)
                                                    (1.31)
через   - среднее всех результатов:
                                                (1.32)
Рассеяние по столбцам , ,..,  относительно общего среднего  не зависит от фактора В, так как все уровни факторов В усреднены. Это рассеяние связано с влиянием фактора А и случайного фактора А. Так как дисперсия среднего в m раз меньше дисперсии единичного измерения, имеем:
                            (1.33)
В свою очередь рассеяние в средних по строчкам не зависит от фактора А и связано с влиянием фактора В:
                             (1.34)
Равенства (1.33) и (1.34) позволяет оценить влияние факторов А и В, если известна оценка дисперсии . Чтобы оценить фактор случайности при отсутствии параллельных наблюдений, поступим следующим образом. Найдем дисперсию наблюдений по i-му столбцу:
                                 (1.35)
Эта дисперсия обусловлена влиянием фактора В и фактор случайности
                                                 
Равенство станет более точным, если вместо  использовать средневзвешенную дисперсию по всем столбцам:
                      (1.36)
Вычитая (11.35) из (11.34), получим
              (1.37)
Отсюда
           (1.38)
Обозначим полученную оценку (11.38) для дисперсии  через . Число степеней свободы  равно (k-1)(m-1). Введем также следующее обозначение:
                           (1.39)
                           (1.40)
Величины  и  можно считать выборочными дисперсиями с (k-1) и (m-1) степеней свободы соответственно. проверяют нулевые гипотезы о незначимости влияния фактора А и В по критерию Фишера. Если дисперсионное отношение
              
                              (1.41)   
принимается гипотеза Н0: αi=0. Если  
                                         (1.42)
нулевая гипотез отвергается. и влияние фактора А считается значимым. Аналогично, если
       
                              (1.43)
принимается гипотеза  Н0: βi=0. при справедливости неравенства
                                           (1.44)  
влияние фактора В считается значимым. при проверке нулевых гипотез односторонний критерий Фишера, так как альтернативой равенства  служит неравенство  при проведении дисперсионного анализа в условиях линейной модели (1.29) удобно использовать следующий алгоритм расчета. Находят: 1. итоги по столбцам
                                     (1.45)
2. итоги по строкам
                                      (1.46)
3. сумму квадратов всех наблюдений
                                              (1.47)
4. сумму квадратов итогов по столбцам, деленную на число наблюдений в столбце,
                                          (1.48)                     
5. сумму квадратов итогов по строкам, деленную на число наблюдений в строке
                                           (1.49)
6. квадрат общего итога, деленный на число всех наблюдений (корректирующий член),
                         (1.50)
7. сумму квадратов столбца
                                     (1.51)
8. сумму квадратов для строки
                                     (1.52)
9. общую сумму квадратов, равную разнице между суммой квадратов всех наблюдений и корректирующим членом
                                      (1.53)
10. остаточную сумму квадратов
  (1.54)
11. дисперсию 
                                             (1.55)
12. дисперсию 
                                            (1.56)
13. дисперсию 
                                 (1.57)
Результаты расчета можно представить в виде таблицы дисперсионного анализа.

Таблицы №4.
Двухфакторный дисперсионный анализ (без повторениями опытов).
	Источник 
дисперсии
	Число степеней свободы
	Сумма 
квадратов
	Средний
квадрат
	Математическое ожидание среднего квадрата

	А
	k-1
	
	
	

	В
	m-1
	
	
	

	Остаток
	(k-1)(m-1)
	 
	 
	

	Общая сумма
	km-1
	 
	
-
	
-



Установив при помощи дисперсионного анализа значимость влияния данного фактора, выясним затем при помощи критерия Стьюдента или рангового критерия Дункана, какие именно средние значения y различны.
Линейная модель (1.29) справедлива, если между факторами А и В нет взаимодействия. В противном случае взаимодействию как фактору присуща своя дисперсия . Взаимодействие АВ,  служит мерой того, насколько влияние фактора А зависит от уровня В, и наоборот, насколько влияние фактора В зависит от уровня А. В приведенном алгоритме при наличии взаимодействия между факторами  , как составная часть, входит в дисперсию . Выделить  можно только при наличии параллельных наблюдений.
Пусть при каждом сочетании уровней факторов А и В производится n параллельных опытов. Так, в таблице №2 в ячейке, образованной пересечением i-го столбца и j-й строки целая серия наблюдений yij1, yij2,…, yijn. Сохраним обозначение  за средним результатом в ячейке. Выборочная дисперсия результатов в каждой ячейке
                                 (1.58)
имеет n-1 степеней свободы. Если выборочные дисперсии по всем ячейкам однородны, их можно усреднить и использовать полученную средневзвешенную дисперсию
                                        (1.59)
в качестве оценки дисперсии воспроизводимости σ2. Число степеней свободы  равно mk(n-1). Более удобная формула для вычисления дисперсии воспроизводимости
                       (1.60)
где
 - сумма наблюдений в ij-й ячейке.
При проведении дисперсионного анализа при нелинейной модели удобно использовать следующий алгоритм расчета. По таблице №2 находят: 1. суммы наблюдений в каждой ячейке


                                                   (1.61)
2. квадрат сумм наблюдений в каждой ячейке
                                       (1.62)
3.итоги по столбцам
                                      (1.63)
4. итоги по строкам
                                      (1.64)
5. сумму всех наблюдений (общий итог)
                      (1.65)
6. сумму квадратов всех наблюдений
                               (1.66)
7. сумму квадратов итогов по столбцам, деленную на число наблюдений в строке
                                              (1.67)
8. сумму квадратов по итогам по строкам, деленную на число наблюдений в строке
                                                (1.68)
9. квадрат общего итога, деленный на число всех наблюдений (корректирующий член)
              (1.69)
10. сумма квадратов для столбца
                                       (1.70)
11.  сумма квадратов строки
                                       (1.71)
12. сумму квадратов для дисперсии воспроизводимости
                         (1.72)
13. общую сумму квадратов, равную разнице между суммой квадратов всех наблюдений и корректирующим членом
                                  (1.73)
14. остаточную сумму квадратов отклонения для эффекта взаимодействия
                        (1.74)
15. дисперсию 
                                             (1.75)
16. дисперсию 
                                            (1.76)
17. дисперсию 
                                    (1.77)
18. дисперсию воспроизводимости
                                    (1.78)
Поверка гипотезы о значимости взаимодействия фактора А и В поводится по F-критерию одинаково для моделей со случайными и фиксированными уровнями. Однако для проверки гипотез о значимости фактора А и В проводят неодинаково для разных моделей. В таблице № 5 приведен двухфакторный дисперсионный анализ с повторными опытами для модели со случайными связями.
Таблицы №5.
Двухфакторный дисперсионный анализ для модели со случайными уровнями (с повторениями опытов).
	Источник
дисперсии
	Число степеней свободы
	Сумма 
квадратов
	Средний квадрат
	Математическое ожидание среднего квадрата

	А
	k-1
	
	
	 

	В
	m-1
	
	
	 

	АВ
	(k-1)(m-1)
	 
	 
	

	Остаток
(ошибка)
	mk(n-1)
	 
	 
	


	Общая
сумма
	mkn-1
	 
	
	


Из таблицы видно, что для оценки значимости фактора А необходимо составить дисперсионное отношение виды
                                                   (1.79)
Влияние фактора А признается значимым, если
                                        (1.80)
где,
р – уровень значимости;
f1=k-1; f2=(k-1)(m-1)
Аналогично. влияние фактора В считается значимым, если
                                        (1.80а)
где,
f1=m-1; f2=(k-1)(m-1)
Если неравенства (1.80) и (1.80а) не выполняются, влияние фактора А и В следует считать незначимым.
Для математической модели с фиксированными уровнями члены. соответствующие взаимодействию, исчезают из сумм квадратов отклонений SSA и SSB.
Вследствие этого для оценки значимости фактора А составляют дисперсионное отношение вида
                                                   (1.81)
в знаменателе которого стоит оценка для дисперсии воспроизводимости. Полученное дисперсионное отношение сравнивается с табличными  для чисел свободы f1=k-1; f2=mk(n-1). Аналогично, для оценки фактора В рассматривают отношение
                                                   (1.81а)
которое сравнивают с табличными  для чисел степеней свободы f1=m-1; f2=mk(n-1).
Если дисперсионное отношение (1.81) и (1.81а) больше табличных
                                         
                                        (1.81б)
влияние факторов А и В следует считать значимыми. Если же неравенства (1.81б) не выполняются, влияние факторов А и В незначимо. Для проверки значимости эффекта взаимодействия составляют дисперсионное отношение вида

и сравнивают его с табличными   при уровне значимости р и числа степеней свободы f1=k-1; f2=mk(n-1). Если полученное дисперсионное отношение больше табличного

влияние эффекта взаимодействия факторов надо считать значимым. В противном случае, если

влияние эффекта взаимодействия следует считать незначительным.
4. Планирование эксперимента при дисперсионном анализе. Латинские и гипер-греко-латинские квадраты.
При изучении влияния на процесс двух факторов число необходимых экспериментов N (без повторения опытов) определялось произведением уровней изучаемых факторов. Если число уровней n одинаково, то объем эксперимента при двухфаторном дисперсионном анализе равен N-n2. При таком числе опытов в эксперименте встречаются все возможные сочетания уровней изучаемых факторов. Такой эксперимент называется полным факторным экспериментом (ПФЭ). Эксперимент, в котором пропущены некоторые сочетания уровней, называют дробным факторным экспериментом (ДФЭ)
Сокращение перебора уровней всегда приводит к потере части информации. Поэтому при ДФЭ важно так спланировать эксперимент, чтобы терялась наименее существенная при данной постановке задачи информация. Особенно широко используются ДФЭ, в котором теряется лишь информация о взаимодействиях изучаемых факторов. Это правомерно в тех случаях, когда эффекты взаимодействия заведомо отсутствуют или несколько малы, что их можно не учитывать. Рассмотрим трехфакторный дисперсионный анализ при одинаковом числе уровней n для каждого фактора. Полный перебор сочетания уровней факторов требует N опытов:
                                                          (1.82)
Число опытов значимо сократить, если воспользоваться ДФЭ по схеме латинского квадрата, введенного впервые Фишером. Латинский квадрат n×n – это квадратная таблица, составленная из n элементов (чисел или букв) таким образом, что каждый элемент повтряется в каждой строке и каждом столбце только один раз. Из трех элементов образуется латинский квадрат 3×3:

Из четырех элементов – латинский квадрат 4×4:

Стандартными или каноническими латинскими квадратами называют такие квадраты, у которых первая строка и первый столбец построены в алфавитном порядке (элементы квадрата – буквы) или в порядке натурального ряда (элементы квадрат – числа). Построены эти квадраты путем одношаговой циклической перестановки: вторая строка строится перестановкой в конец строки первого элемента первой строки, третья строка – перестановкой в конец первого элемента второй строки и т.д. Одношаговая циклическая перестановка – это наиболее простой способ построения латинского квадрата. В общем случае n×n латинский квадрат может быть построен при n-1 одношаговых циклических перестановках. Число латинских квадратов зависит от размера квадрата и для n>3 оно достаточно велико. Так, имеется 576 латинских квадратов 4×4, 161280 латинских квадратов 5×5.
К планированию эксперимента по схеме латинского квадрата прибегают при исследовании влияния на процесс трех факторов А, В и С. При этом факторы могут быть связаны с самим исследованием. а в качестве фактора С рассматривается неоднородный материал. Все три фактора имеют одинаковое число уровней (ai, bi, ci).
Латинский квадрат является частью плана – по схеме латинского квадрата введен в планирование третий фактор С. Однако весь этот план принято называть латинским квадратом. В латинском квадрате каждый элемент повторяется только один раз в каждой строке и в каждом столбце. поэтому каковы бы ни были нарушающие свойства элемента квадрата, они в равной степени скажутся при подсчете средних по столбцам и по строкам.
Результаты наблюдений, полученного по полному факторному эксперименту, можно представить в виде следующей модели:
                       (1.83)
В модель (1.83) помимо линейных эффектов входят три эффекта парного и один тройной эффект взаимодействия. Сокращение числа опытов в дробной реплике приводит к тому, что линейные эффекты оказываются смешанными с эффектами взаимодействия:
- эффект А с ВС взаимодействием;
- эффект В с АС взаимодействием;
- эффект С с АВ взаимодействием. 
При применении латинского квадрата обычно исходят из предложения , что эффекты взаимодействия между факторами незначимы. Тогда результаты эксперимента можно представить в виде линейной модели:
                            (1.84)
Таблицы №6.
Латинский квадрат 3×3.
	А
	В
	Итоги

	
	b1
	b2
	b3
	

	а1
	c1
y1
	c2
y2
	c3
y3
	А1

	а2
	c2
y4
	c3
y5
	c1
y6
	А2

	а3
	c3
y7
	c1
y6
	c2
y9
	А3

	Итоги
	В1
	В2
	В3
	



В таблице №6 приведен план эксперимента по схеме латинского квадрата 3×3.
Латинский квадрат 3×3 со структурной точки зрения можно рассматривать как 1/3 реплику от полного факторного эксперимента 33. В общем случае латинский квадрат n×n можно рассматривать как реплику 1/n от ПФЭ n3.
При проведении дисперсионного анализа латинского квадрата без повторных опытов удобно использовать следующий алгоритм расчета. Для этого определяют: 1. итоги по срокам Ai, столбцам Bj и латинским буквам Сq. Например, для приведенного в таблице №6 латинского квадрата 3×3 итоги по строкам

итоги по столбцам:

итоги по латинским буквам

2. сумму квадратов всех наблюдений
                                      (1.85)
3. сумму квадратов итогов по строкам, деленную на число наблюдений в строке,
                                         (1.86)
4. сумму квадратов итогов по столбцам, деленную на число наблюдений в столбце,
                                         (1.87)
5. сумму квадратов итогов по латинским буквам, деленную на число наблюдений, соответствующей каждой букве
                                         (1.88)
6. квадрат общего итоги, деленный на число всех наблюдений (корректирующий член)
               (1.89)
7. сумму квадратов для строки
                                       (1.90)
8. сумму квадратов для столбца
                                       (1.91)
9. сумму квадратов для латинской буквы
                                       (1.92)
10. общую сумму квадратов, равную разнице между суммой квадратов всех наблюдений и корректирующим членом
                                    (1.93)
11. остаточную сумму квадратов
                                                           (1.94)
Остаточная сумма квадратов складывается из дисперсии, обусловленной ошибкой опыта, и дисперсии, обусловленной взаимодействием факторов, если такие имеются;
12. дисперсию 
                                                    (1.95)
13. дисперсию 
                                                    (1.96)
14. дисперсию 
                                                    (1.97)
15. дисперсию 
                                                    (1.98)
Результаты расчета приведены в таблице дисперсионного анализа (таблица №7)
Таблицы №5.
Дисперсионный анализ латинского квадрата (без повторных опытов).
	Источник
дисперсии
	Число степеней свободы
	Сумма 
квадратов
	Средний
квадрат
	Математическое ожидание среднего квадрата

	А
	n-1
	 
	
	

	В
	n-1
	 
	
	

	С
	n-1
	
	
	

	Остаток (ошибка)
	(n-1)(n-2)
	 
	 
	


	Общая сумма
	n2-1
	 
	
	



Значимость линейных эффектов проверяются по критерию Фишера. Если дисперсионное отношение удовлетворяет неравенствам:


                                               (1.99)
где,
р – уровень значимости;
f1, f2 – число степеней свободы, равные f1=n-1; f2=(n-1)(n-2), принимаются нулевые гипотезы: αi=0; βi=0; γi=0.
Если какое-нибудь дисперсионное отношение оказывается больше табличного, соответствующая нулевая гипотеза отвергается и влияние фактора считается незначимым. Приняв гипотезу о значимости влияния фактора, т.е. гипотезу о значимости различия в средних. обычно выясняют, какие именно средние значимо различаются между собой при помощи критерия Стьюдента или множественного рангового критерия Дункана. Если же согласно условиям задачи один или два фактора являются источниками неоднородностей, влияние которых надо исключить при подсчете главного эффекта (это обеспечивается планированием по схеме латинского квадрата), то средние по источникам неоднородностей не подсчитывается и не проверяется значимость их различия по статистическим критериям.
Планирование эксперимента по латинскому квадрату позволяет ввести в исследование три фактора. Для четырех факторов хорошими свойствами обладает план эксперимента по схеме греко-латинского квадрата. Задача состоит в том, чтобы к трем исследуемым факторам, не имея общего числа опытов n2, добавить четвертый фактор D. Это удается сделать, если найти место такое расположение уровней факторов C и D, при котором в каждой строке и в каждом столбце имеются все n уровней фактора С и все n уровней фактора D и ВТО же время никакие два уровня факторов C и D не встречаются во всей таблице больше одного раза. Расположение такого типа называется латинскими квадратами второго порядка, который получается комбинацией двух ортогональных латинских квадратов.
Рассмотрим следующие два латинских квадрата, составленных соответственно из латинских и греческих букв:
I                                                II
                                               (1.100)
Если наложить эти два квадрата один на другой и составить третий квадрат, каждая клетка которого содержит как латинскую, так и греческую букву соответствующих клеток исходных квадратов, то получим:
                                      (1.101)  
В полученном квадрате каждая буква одного квадрата связана один и только один раз с каждой буквой другого квадрата. Такие два латинских квадрата называются ортогональными. Полученный квадрат второго порядка называют также греко-латинским квадратом. Задача о нахождении ортогональных латинских квадратов в комбинированной математике ещё полностью не решена. Доказано существование ортогональных латинских квадратов для n=3, 4, 5, 7, 8 и 9. Известно, что их нет для n=6. Для n=6 поэтому можно построить обычный латинский квадрат и нельзя построить квадрат второго порядка. Латинский квадрат n=10 не исследован. Если имеется k=n-1попарно ортогональных латинских квадратов, то они образуют так называемую полную систему ортогональных латинских квадратов. Показано, что существую полные системы латинских квадратов для n=p (р- простое число) и n=pα (степени простого числа). Полную систему ортогональных латинских квадратов для n=p (р – простое число) можно построить, использую поля Галуа. 
Планирование эксперимента по схеме греко-латинского квадрата применяется для четырех факторов. Число уровней для всех факторов должно быть одинаково. 
Греко-латинский квадрат является частью четырех факторного плана – по схеме греко-латинского квадрата вводят в план эксперимента фактора C и D. Однако принято греко-латинским квадратом называть весь четырехфакторный план.
В греко-латинском квадрате имеется n2 различных комбинаций уровней факторов вместо n4 комбинаций полного четырехфакторного эксперимента. Поэтому греко-латинский квадрат представляет собой 1/n2 реплику от полного факторного эксперимента.
Дисперсионный анализ греко-латинского квадрата проводится также, как и анализ обычного латинского квадрата, с учетом четвертого фактора D (греческая буква). Сумма квадратов для греческой буквы имеет число степеней свободы n-1. Число степеней свободы остаточной суммы. Определяемой, как и ранее, в виде разности между общей суммой квадратов и суммами квадратов всех факторов, равна (n-1)(n-3). Если наложить друг на друга три ортогональных латинских квадрата, получим латинский квадрат третьего порядка, n ортогональных квадратов – латинский квадрат n-го порядка. Полученные квадраты называют также гипер-греко-латинскими квадратами.
При n уровнях в план можно ввести n+1 фактор. Число степеней свободы остаточной суммы при этом будет равно нулю. Такие планы называются насыщенными. 
Основным допущением, лежащим в основе применения греко-латинского квадрата и квадратов высших порядков, является предположение об отсутствии взаимодействия между факторами. Проверить адекватность принятой лишенной модели, как и при применении латинских квадратов, можно только при наличии параллельных опытов.
Заключение.
Важнейшей задачей современной науки является максимальное сокращение сроков перехода от лабораторных исследовании в промышленность, сокращение пути перехода от лабораторного стола к промышленной реализации. Методы кибернетики позволяют не только сократить этот путь, но и резко уменьшить число необходимых опытов, быстро выявить оптимальный вариант существования изучаемого процесса. Использование методов кибернетики и вычислительной техники изменяет старые традиционные методы проведения эксперимента – от ручного управления, контроля, сбора и обработки информации дает возможность перейти от диалоговой системе: экспериментатор – электронная управляющая машина. Эксперимент проводит машина, в которую предварительно заложена программа оптимизации эксперимента. Эта система в десятки раз ускоряет проведение эксперимента, повышает надежность полученных данных.
Оптимальное планирование эксперимента предполагает одновременное изменение всех факторов, влияющих на процесс, что позволяет сразу установить степеней взаимодействия параметров и значительно сократить общее число опытов. 
Совместная часть метода математического моделирования – установление адекватности математической модели изучаемому объекту. Адекватность может быть установлена с использованием статистико-вероятностных методов, позволяющих определить значения коэффициентов математической модели или действительного времени пребывания частиц потока. переносящих вещество или энергию. Поэтому применении таких приемов, как использование метода моментов, стало мощным средством математической оценки соответствия модели и объекта.
Экспериментально-статистические методы позволяю получать математические модели таких процессов, строгое детермированное описание которых вообще отсутствует. 
Понятна и общепризнанна ценность аналитических моделей, построенных на основе анализа физико-математических характеристик, точно описывающих процесс. Однако реальные процессы настолько сложны, что их точное описание едва ли может быть получено в реальные сроки. Кроме того, такие модели часто содержат громоздкие системы дифференциальных уравнений, применять которые  крайне затруднительно, а иногда и невозможно.
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